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Ans dem Vorworte zur ersten Auflage. 

An der Technisclieii Hochscliule in München erstreckten 
sich die Vorlesungen über technische Mechanik Ton jeher über 
das ganze Gebiet der Mechanik , soweit es für die Ausbildung 
der Techniker überhaupt in Betracht kommt Schon mein 
Yor^nger^ Bauschinger, war bemüht, seinen Hörern alles zu 
bieten^ was der Techniker Ton der Mechanik wissen sollte, 
und ich bin ihm darin gefolgt. Der Besuch einer yom mathe- 
matischen Standpunkte aus abgehaltenen Vorlesung über ana- 
lytische Mechanik kann zwar den sich für die theoretischen 
Seiten der Mechanik näher interessierenden Studierenden da- 
neben lebhaft empfohlen werden; für die weitaus überwiegende 
Mehrzahl der Hörer reicht aber nach den Traditionen unserer 
Hochschule die Vorlesung über technische Mechanik schon 
Tollstandig aus. Bei den großen Ansprüchen , die heute von 
aUen Seiten an die Zeit und an die Arbeitskraft der studie- 
renden Techniker gestellt werden, ist der Vorteil, der diesen 
hieraus erwächst, nicht zu unterschätzen. 

Schon bald nachdem ich meine Vorlesungen an der hiesigen 
Hochschule angenommen hatte, wurde mir von meinen Hörern 
der Wunsch ausgesprochen, in den Besitz eines Lehrbuchs zu 
kommen, das sich möglichst eng an die Vorlesungen anschlösse. 
Ich mußte diesen Wunsch als berechtigt anerkennen und suchte 
ihm einstweilen dadurch entgegenzukommen, daß ich autogra- 
phierte Blatter herstellen ließ, die in gedrängter Kürze die 
wichtigsten Sätze und Formeln enthielten. Ich konnte aber 
nicht lange in Zweifel darüber bleiben, daß dies nur ein Not- 
behelf war; und nachdem schon einzelne meiner Schüler damit 
begonnen hatten, ihre eigenen Ausarbeitungen yerrielfältigen 
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IV Aus dem Vorworte zur ersten Auflage 

zu lassen^ um dem Bedür&isse abzuhelfen^ entschloß ich mich 
endlich selbst^ meine Vorlesungen für den Druck zu bearbeiten. 

Die Vorlesungen zerfallen in Tier Teile, Ton denen der 
erste eine Einführung in die Mechanik bildet, während die 
drei übrigen die graphische Statik, die Festigkeitslehre und 
die Dynamik behandeln. Der erste Teil fällt in das zweite 
Studiensemester, darauf folgen die beiden nächsten Teile neben- 
einander im dritten und schließlich der letzte Teil im yierten 
Stndiensemester. Jeder dieser Teile soll bei der Veröffentlichung 
in einem besonderen Bande zur Darstellung kommen, der yon 
den übrigen unabhängig ist. Dabei sollen indessen Wieder- 
holungen so weit als tunlich vermieden werden. Wer nur 
einen dieser Bände zur Hand nimmt, wird daher manches ver- 
missen, was sonst aufgenommen worden wäre, wenn der Band 
nicht durch die übrigen ergänzt werden sollte. 

Bei der Verteilung des Stoffes auf die einzelnen Bände 
war nicht nur auf die Zahl der in jedem Semester zur Ver- 
fügung stehenden Vorlesungsstunden, sondern auch auf die 
bis zur gegebenen Zeit von den Studierenden bereits erreichte 
mathematische Vorbildung Bücksicht zu nehmen. Hiernach 
wird der erste Band nur geringe Ansprüche an die mathe- 
matischen Vorkenntnisse machen und jeder folgende allmählich 
höhere. Man wird auch schon innerhalb des jetzt vorliegenden 
Bandes bemerken, daß sich diese Ansprüche vom Anfange 
gegen das Ende hin steigern. — Die Studierenden der Archi- 
tektur hören übrigens — von seltenen Ausnahmen abgesehen — 
nur die beiden ersten Teile der Mechanik, entsprechend den 
für die Zulassung zu den Staatsprüfungen vorgeschriebenen 
Bedingungen. 

Verschiedene Gründe, von denen ich einen nachher noch 
erwähnen werde, haben mich veranlaßt, zuerst die Vorlesungen 
über Festigkeitslehre herauszugeben, also nicht mit dem ersten, 
sondern mit dem dritten Bande zu beginnen. Man verfügt 
zwar gerade in der Festigkeitslehre schon über einige wert- 
volle Werke, die sich in ihrer ganzen Anlage nicht gar zu weit 
von meiner eigenen Arbeit entfernen. Daß aber die Heraus- 
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gäbe meiner Yorlesimgen dadurch nicht überflüssig gemacht 
wurde^ wird der knndige Leser bald genug herausfinden. 

Bei der Ausarbeitung habe ich mich möglichst eng an das 
Yorlesungsheft angeschlossen. Von den Zwischenrechnungen, 
die sich bei der Ableitung der Formeln im Vortrage nötig 
machen^ habe ich, um nicht zu weitläufig zu werden, soyiel 
als anging, ohne das Verständnis zu erschweren, weggelassen ;** 
manche sind aber auch entweder ganz beibehalten oder doch 
durch entsprechende Andeutungen hinreichend gekennzeichnet. 
Freilich: den Besuch der Vorlesung selbst wird das Buch schwer- 
lich ganz ersetzen können; in dieser Absicht ist es aber auch 
nicht geschrieben worden. 

An einzelnen Stellen, so namentlich im letzten Abschnitte 
und auch bei einigen Übungsaufgaben, bin ich gelegentlich 
ein wenig über das, was ich in der Vorlesung selbst vorzu- 
bringen pflege, hinausgegangen. Es handelt sich dabei um 
Dinge, die nach meiner Meinung eigentlich besprochen werden 
soUten, die aber wegen Zeitmangel gewöhnlich wegfeUen müssen. 
Sonst noch über das eigentliche Ziel der Vorlesung mit dem 
Buche hinauszugehen, hielt ich mit Rücksicht auf den Zweck 
der Bearbeitung für unzulässig. Wer sich das höchste Ziel 
— weit über die Bedür&isse der technischen Praxis hinaus — 
stecken will, kann ein Studium der ausführlicheren Handbücher 
und der Quellen später doch nicht entbehren. Zur Vorbereitung 
auf das Studium auch der schwierigeren Schriften dürfte mein 
Buch aber jedenfalls ausreichen und das ist wohl alles, was 
man nach dieser Seite hin Ton ihm verlangen kann. Jenen, 
die diesen Weg einschlagen wollen, empfehle ich, nachdem sie 
sich mit meinem Buche hinreichend vertraut gemacht haben, 
zunächst das zweibändige Werk von Love, Treatise on the 
theory of elasticity, Cambridge 1892 und 1893, das viele Lite- 
raturangaben enthält und damit von selbst den weiteren Weg 
anzeigt. 

In erster Linie wende ich mich mit dieser Veröffentlichung 
an die Hörer meiner Vorlesungen, denen ich damit beim Ein- 
dringen in den Gegenstand nach Kräften behilflich sein möchte« 



VI Aus dem Vorworte xur ersten Auflage 

Ich denke indessen^ daß das Buch ancli den in der Praxis 
stehenden Ingenieuren, die da^ Differentiieren noch nicht ganz 
yerlemt hahen, yon Nutzen sein kann. Freilich wird jetzt oft 
die Behauptung wiederholt, daß die Ingenieure in der Praxis 
nur noch die Elementarmathematik zu gebrauchen wüßten; in 
dieser Form vermag ich aber an die Behauptung nicht recht 
«eu glauben. Nach meiner Schätzung ist die Elementarmathe- 
matik schwieriger zu erlernen und auch schwieriger im Gedächt- 
nisse zu behalten, als jene einfachen Teile der Differential- und 
Integralrechnung, um die es sich bei den Anwendungen ge- 
wöhnlich handelt. Wer den Begriff des Differentialquotienten 
einmal richtig erfaßt hat, wird ihn schwerlich wieder vergessen, 
was mit den einfachen planimetrischen Sätzen z. B. viel leichter 
geschehen kann. Soviel Differentialrechnung als dazu notig 
ist, um dem Gedankengange einer einfachen physikalischen Über- 
legung — und die grundlegenden physikalischen Überlegungen 
sind in diesem Sinne immer einfach — folgen zu können, glaube 
ich daher trotz alledem bei der Mehrzahl der in der Praxis 
stehenden Ingenieure, die überhaupt eine Hochschulbildung 
durchgemacht haben, getrost voraussetzen zu können. Wenn 
man solche Fragen erörtert, darf man nicht übersehen, daß 
sich nach deutschem Rechte jeder nach Gutdünken den Titel 
„Ingenieur^^ beilegen darf; es bleibt daher, wenn von den Kennt- 
nissen die Bede ist, die noch vorhanden sind, bäufig die Frage 
offen, von welchem Ausgangszustände dieser Rest übrig blieb. 

Zudem glaube ich dem in der Rechnung Ungeübten — 
falls er nur mit den Grundbegriffen überhaupt noch genügend 
vertraut ist — durch die vollständig durchgerechneten Übungs- 
beispiele in den Aufgaben die Benutzung des Buches erleichtert 
zu haben. Diese Aufgaben löse ich als Musterbeispiele auch 
in den Vorlesungen selbst; sie dienen in vielen Fällen nicht 
nur zur Übung, sondern sind zugleich zu 'wesentlichen Er- 
gänzungen des Textes bestimmt. 

Freilich wird der Praktiker nicht nur durch die Differential- 
formeln, sondern mehr vielleicht noch durch das leidige Schlag- 
wort von dem Gegensatze zwischen Theorie und Praxis von 
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dem Studium solcher Bücher abgehalten. Diese Behauptung 
lasse ich aber auf dem Gebiete der technischen Mechanik durch- 
aus nicht gelten; hier kann nur von einem Gegensatze zwischen 
falscher oder unvollständiger Theorie und der richtigen Theorie 
die Rede sein. Die richtige Theorie ist immer in Überein- 
stimmung mit der Praxis. — Daß mein 2iiel bei der Bearbeitung 
der Mechanik ausschließlich die Erkenntnis der Wirklichkeit 
ist — was mit Recht gefordert werden darf — wird der Leser 
bald herausfinden. In der Tat sind die Lehren dieses Bandes 
keineswegs allein am Schreibtische zusammengestellt^ sondern 
sie sind ganz wesentlich auf eigenen Erfahrungen aufgebaut. 
Gerade bei der Bearbeitung der Festigkeitslehre sind mir die 
Ergebnisse sehr zahlreicher Versuche der yerschiedensten Art, 
die ich während der letzten tlahre in dem mit meinem Lehrstuhle 
verbundenen Laboratorium anstellen konnte, erheblich zustatten, 
gekommen, und dies ist auch einer der Gründe, die mich dazu 
führten, diesen Teil des ganzen Werkes zuerst in Angriff zu 
nehmen. 

Analytische Entwicklungen betrachte ich immer nur als 
ein Mittel zur Erkenntnis des inneren Zusammenhanges der 
Tatsachen. Wer auf sie verzichten wollte, würde das schärfste 
und zuverlässigste Werkzeug zur Verarbeitung der Beobachtungs- 
tatsachen aus der Hand geben. In der Tat gibt es auch heute 
kaum ein einziges Gebiet der Mechanik oder der Physik, das 
man ohne Benutzung der Hilfsmittel der höheren Rechnungs- 
arten hinreichend zu beherrschen vermöchte. 

München, im Oktober 1897. 

A. F6ppL 
Vorwort zur dritten Auflage. 

Die im Jahre 1900 erschienene zweite Auflage dieses 
Bandes war durch eine Reihe von Zusätzen auf einen Umfang 
angewachsen, der mit dem bei der Abfassung dieses Lehrbuchs 
ursprünglich ins Auge gefaßten Ziele schon nicht mehr recht 
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verträglich erschien. Auf diesem Wege durfte ich bei der 
Neubearbeitung für die dritte Auflage nicht weiter gehen ^ da 
ohnehin auch schon in dem engeren Bahmen^ den ich mir 
jetzt gesteckt höbe, die Hinzunahme einer Reihe von Ergän- 
zungen und Erweiterungen unvermeidlich war. Um für diese 
Platz zu schaffen und zugleich noch die als dringend nötig 
angesehene Verminderung des ümfanges auf ein dem unmittel- 
baren Bedürfnisse besser als seither entsprechendes Maß vor- 
nehmen zu können ; mußte ich mich daher zu weitgehenden 
Kürzungen entschließen. 

Ich hoffe, daß es mir gelungen ist, durch die jetzt durch- 
geführte Beschränkung des Stoffes auf das, was man etwa in 
einer allgemeinen Vorlesung über Festigkeitslehre an einer Tech- 
nischen Hochschule im günstigsten Falle wirklich vortragen 
kann, die Brauchbarkeit des Buches durch größere Übersicht- 
lichkeit zu erhöhen. Nicht geringer scheint mir dabei der Ge- 
winn anzuschlagen zu sein, daß die Verminderung des Üm- 
fanges auch eine Herabsetzung des Preises gestatten wird. 

Jenen Freunden meines Werkes, die sich noch über daa 
Notwendigste hinaus, etwa im privaten Studium, zu unter- 
richten wünschen, soll aber die Gelegenheit dazu durch die 
vorgenommenen Abstriche keineswegs verkürzt werden. Viel- 
mehr soll später in einem neu geplanten fünften Bande nicht 
nur das, was jetzt wegfällt, nachgeholt, sondern auch noch 
anderes hinzugefügt werden. 

Abgesehen von der Änderung, die sich aus der Neubegren- 
zung des Stoffes ergab, habe ich auch sonst noch eine Um- 
arbeitung vieler Stellen für erforderlich gehalten. Als praktisch 
besonders wichtig erwähne ich in dieser Hinsicht, daß ich der 
Mohrschen Theorie der Bruchgefahr, die für die Festigkeits- 
berechnungen des Ingenieurs den Erfahrungstatsachen ohne 
Zweifel besser entspricht, als die übliche Annahme, bei der die 
Bruchgefahr nach der reduzierten Spannung bemessen wird, 
Eingang in die Praxis zu verschaffen versucht habe. Der Zweck 
des Buches gestattete mir natürlich nicht, die übliche Annahme 
außer acht zu lassen. Die reduzierten Spannungen sind viel- 
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mehr auch jetzt noch überall berechnet; daneben ist aber auf 
die in Wirklichkeit zutreflFendere Abschätzung der Bruchgefahr 
nach Mohr überall, wo es darauf ankam , hingewiesen worden. 
Eine eingehendere Besprechung dieser Frage mußte übrigens 
aus den zuvor schon angeführten Gründen auf den fünften 
Band verschoben werden. 

Allen, die mich durch Batschläge oder gelegentliche Winke, 
die ich bei der Neubearbeitung verwenden konnte, unterstützt 
haben, so namentlich Herrn Kollegen Sommerfeld in Aachen, 
möchte ich auch an dieser Stelle meinen besten Dank aus* 
sprechen. 

München, im Februar 1905. 

A. FSppl. 



Vorwort zur vierten Auflage. 

Durch die Umarbeitung für die dritte Auflage hat dieser 
Band eine Gestalt erhalten, die meiner Meinung nach dem Zwecke, 
dem der Band als Lehrbuch zu dienen bestimmt ist, auch heute 
noch recht gut entspricht. Daher habe ich für die vierte Auf- 
lage nur wenige Änderungen vorgenommen. Von diesen er- 
wähne ich, daß vier neue Aufgaben hinzugekommen sind. Femer 
habe ich dem Abschnitte über die Formänderungsarbeit einige 
Erläuterungen eingeschaltet, während andererseits an verschiede- 
nen Stellen Kürzungen vorgenommen wurden. Alle diese Ände- 
rungen sind aber im Verhältnisse zu dem gesamten Inhalt des 
Bandes als geringfügig zu betrachten. 

Der fünfte Band, der eine Er^nzung des vorliegenden 
Bandes bildet, ist schon vor ly^ Jahren erschienen. Es sei 
mir gestattet, den Leser, der seine Kenntnisse in der Elastizitäts- 
theorie über das in diesem Bande gebotene Maß hinaus erweitem 
möchte, auf den fünften Band zu verweisen. 

München, im Dezember 1908. 

A. FSppl. 
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Vorwort zur fünften Auflage. 

Abgesehen Ton 8 Aufgaben^ die neu aufgenommen wur- 
den^ hat sich in der Neuauflage nur wenig g^ndert. In § 44 
ist die Berechnung der ebenen Spiralfedern auf den Fall aus- 
gedehnt worden^ daß das äußere Federende eingespannt ist und 
in dem nea zugefügten § 63 hat die zusammengesetzte Bean- 
spruchung auf Biegung und Verdrehung; die früher nur neben- 
bei behandelt wurde^ jetzt eine etwas ausführlichere Besprechung 
gefunden. 

Von Herrn Prof. Blumenthal in Aachen habe ich eine ge- 
nauere Zeichnung der Spannungstrajektorien im gebogenen 
Balken erhalten^ die auf S. 115 abgedruckt ist. Hierfür möchte 
ich ihm auch an dieser Stelle meinen besten Dank aussprechen. 

München, im Februar 1914. 

A. FSppl. 
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Erster Absclmitt. 

Allgemeine üntersuchimgeii Aber den Spannungszustand. 

§ 1. Die Aufgaben der Festigkeitslehre. 

Bei yielen Untersnchrmgen der Mechanik genügt es^ die 
festen Körper als durchaus unveränderlich oder als starr zu 
betrachten. In anderen Fällen aber^ mit denen wir uns hier 
zu beschäftigen haben, reicht dieser Grad der Annäherung an 
das wirkliche Verhalten der in der Natur vorkommenden festen 
Korper nicht aus. 

Man kann diese FäUe in zwei Gruppen einteilen. Bei 
der ersten Gruppe handelt es sich um die Entscheidung der 
Fri^e, ob und wann ein Bruch oder eine größere Formände- 
rung zu befurchten ist oder auch, wie man den Körper, um 
den es sich handelt, zu gestalten hat, damit man sicher sein 
kann, daß er sich unter den gegebenen Umständen ungefähr 
wie ein starrer Körper verhalten wird. Aufgaben von dieser 
Art werden häufig zur Festigkeitslehre „im engeren Sinne^' ge- 
rechnet. 

Die zweite Gruppe wird von jenen Fällen gebildet, bei 
denen man schon vorher weiß, daß der betrachtete Körper 
gegen größere Formänderungen oder gegen Bruch widerstands- 
filhig genug ist, um ihn annähernd als starr betrachten zu 
können, bei denen aber trotzdem die Lehren der Mechanik 
starrer Körper nicht ausreichen, gewisse Fragen, die sich an- 
scheinend ganz innerhalb ihres eigenen Gebiets bewegen, zu 
beantworten. Einfache Beispiele dafür sind folgende. Ein 
Balken, der auf zwei Stützen aufruht, überträgt auf diese, 
wenn er belastet ist, Auf lagerkrafte, die sich nach den Lehren 
der Mechanik starrer Körper berechnen lassen. Das ist aber 
nicht mehr möglich, wenn der Balken an drei Stellen gestützt 
ist. Ebensowenig vermag man anzugeben, wie groß der Druck 

FOppl, Feitigkeitslehre. 6. Aufl. 1 
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ist, den jedes Bein eines beliebig belasteten vierbeinigen Tisches 
auf den Boden ausübt, wenn man von der in diesem Falle 
nicht zutreflfenden Voraussetzung ausgeht, daß es genüge, den 
Tisch als starren Körper zu betrachten. Zu ähnlichen Schwierig- 
keiten gelangt man bei der Untersuchung des Stoßes der Kör- 
per, wenn man diese als starr ansieht. 

Früher, als man noch annahm, daß bei manchen Körpern, 
z. B. bei den Bausteinen, das Bild des starren Körpers zur 
Beschreibung ihres Verhaltens genügen müsse, hat man sich 
öfters bemüht, die scheinbar vorhandene Lücke der Mechanik 
starrer Körper durch Aufstellung besonderer Gesetze (z. B. des 
sogenannten Gesetzes des kleinsten Widerstandes in der Ge- 
wölbetheorie) zu schließen, ohne von dem Bilde des starren 
Körpers abzuweichen. Heute weiß man, daß diese Bemühungen 
verfehlt waren. Es gibt keine Körper in der Natur, die wirk- 
lich starr wären. Alle vermögen ihre Form etwas zu ändern, 
ohne deshalb sofort zu zerbrechen, und alle Fragen, auf die 
man bei der früheren Anschauung keine Antwort zu geben 
vermochte, finden ihre Lösung, sobald man auf diese Eigen- 
schaft der Naturkörper Rücksicht nimmt. 

Aus jener Zeit, in der man sich hierüber noch nicht klar 
geworden war, stammt auch die Bezeichnung dieser Aufgaben. 
Man nennt auch heute noch solche Aufgaben statisch unbe- 
stimmt, bei denen kein Zweifel darüber erhoben werden kann, 
daß die Körper nur geringe Gestaltänderungen erfahren, daß 
sie sich also auf den ersten Anschein wie starre verhalten 
werden, bei denen aber trotzdem die Mechanik der starren 
Körper zur Lösung nicht ausreicht. 

Mit der zuerst genannten Gruppe von FäUen teilt diese 
zweite Gruppe die Eigentümlichkeit, daß man auf die Gestalt- 
änderungen, wenn sie auch noch so klein seien, Bücksicht 
nehmen muß, um zu einer Lösung zu gelangen. Beide Gruppen 
werden daher am besten gemeinsam untersucht. Man macht 
zwar manchmal insofern einen Unterschied, als man nur die 
Fälle der ersten Gruppe der eigentlichen Festigkeitslehre, die 
der zweiten Gruppe der „Theorie der Elastizität*' zuweist. Ich 
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werde aber von einer solchen Unterscheidung absehen. Unter 
der Festigkeitslehre im weiteren Sinne verstehe ich vielmehr 
ganz allgemein jenen Teil der Mechanik fester Körper, bei dem 
auf die Betrachtung der gewöhnlich nur sehr kleinen Form- 
änderungen dieser Körper eingegangen wird. „Fest^^ steht daher 
hier ausdrücklich im Gegensatze zu „starr" braucht aber da- 
rum noch nicht mit „elastiscV zusammenzufallen. Die Unter- 
suchung des Verhaltens eines plastischen Körpers, also etwa 
eines Klumpens aus knetbarem Tone, würde vielmehr auch als 
eine Aufgabe der Festigkeitslehre aufzufassen sein. Mit solchen 
Fällen hat man aber nur selten zu tun und es ist daher nicht 
nötig, in diesem Buche darauf einzugehen. 

§ 2. Die inneren Kräfte. 

Durch die kleine Formänderung, die ein Körper an irgend- 
einer bestimmten Stelle unter dem Einflüsse der Belastung er- 
fährt, werden an dieser Stelle innere Kräfte wachgerufen, die 
die Formäodernng wieder rückgängig zu machen suchen. Um 
die Aufgaben der Festigkeitslehre, zu welcher Gruppe sie nun 
auch gehören mögen, lösen zu können, muß man sowohl die 
Formänderung als auch den damit verbundenen Spannungszu- 
stand genauer untersuchen. Will man die zuletzt genannte 
Seite der Betrachtung besonders hervorheben, so kann man 
die Festigkeitslehre auch als die Mechanik der inneren 
Kräfte bezeichnen. Man darf dabei freilich nicht vergessen, 
daß die vollständige Lösung aller bei der Behandlung der 
inneren Kräfte auftretenden Fragen ohne Berücksichtigung der 
damit verbundenen Formänderung ebensowenig möglich ist, 
wie eine Untersuchung der Formänderung ohne Betrachtung 
der dazu gehörigen inneren Kräfte. Einige der wichtigsten 
Gesetzmäßigkeiten, denen die inneren Kräfte unterworfen sind, 
lassen sich indessen auch schon ohne nähere Erörterung der 
Formänderung behandeln und mit ihnen haben wir uns in 
diesem ersten Abschnitte vorwiegend zu beschäftigen. 

Wenn auch die Festigkeitslehre mit anderen Aufgaben zu 

tun hat und andere Verfahren anwendet, wie die Statik starrer 

1* 
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Körper, so steht sie darum doch nicht im Gegensatz zu dieser. 
Die ]<^estigkeitslehre stützt sich vielmehr auf die Mechanik 
starrer Körper und ergänzt deren Lehren nur so weit, als nötig 
ist, um das wirkliche Verhalten der festen Körper in der Natur zu 
beschreiben. Weim nämlich auch die Mechanik starrer Körper 
nur einen Teil des ganzen Erfahrungsgebietes umfaßt, so gelten 
doch ihre Lehren innerhalb ihres Bereichs genau für alle 
Körper, auch wenn sie an sich nicht starr sind. Für die An- 
wendung dieser Lehren genügt es stets, wenn sich der Körper 
nur im gegebenen Falle so verhält, als wenn er starr wäre. 
Dies trifft namentlich zu, wenn der ganze Körper ruht, denn 
die Ruhe des ganzen Körpers und hiermit aUer Teile, aus 
denen er besteht, schließt in sich, daß keine Gestaltänderung 
eintritt, daß sich also der Körper wenigstens während der Zeit, 
in der wir ihn betrachten, so wie ein starrer verhält. Wir 
brauchen daher, um von der Statik starrer Körper Gebrauch 
machen zu können, nur abzuwarten, bis sich die Formänderung 
die ein Körper unter einer Belastung erfuhr, vollzogen hat und 
der Körper wieder zur Ruhe gelangt ist. 

Der wichtigste Grundsatz, von dem die Festigkeitslehre 
ausgeht, läßt sich in die Worte fassen: Jeder Teil eines 
Körpers, wie er auch in Gedanken aus diesem abge- 
grenzt werden möge, ist selbst wieder als ein Körper 
anzusehen, auf den sich die allgemeinen Sätze der 
Mechanik anwenden lassen. Mancher wird vielleicht ge- 
neigt sein, diesen Grundsatz einfach als selbstverständlich hin- 
zunehmen. Er ist es auch ohne Zweifel, wenn man die 
Trennung nicht nur in Gedanken, sondern in Wirklichkeit vor- 
nimmt. Er soll aber nicht nur auf wirkliche Bruchstücke an- 
gewendet werden, sondern auch auf Teile des Körpers, die dau- 
ernd mit dem Reste verbunden bleiben und die wir nur des- 
halb für sich genommen betrachten, weil wir dadurch Aufschlüsse 
über das Verhalten des ganzen Körpers zu gewinnen suchen. 
In dieser Form kann der Satz nur als ein Erfahrungsgesetz hin- 
gestellt werden, zu dessen Rechtfertigung es vollständig genügt, 
daß es sich bisher unter allen Umständen bewährt hat. 
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In der Mechanik der starren Körper braucht man nur auf 
die äußeren Kräfte zu achten^ also auf jene, die von anderen 
Körpern her auf den gegebenen einwirken. Bei allen Sätzen, 
die für das Gleichgewicht solcher Körper aufgestellt sind, 
kommen nämlich die inneren Kräfte, die den Zusammenhang 
des Körpers aufrecht erhalten, überhaupt nicht vor. Sobald wir 
aber einen beliebig abgegrenzten Teil des Körpers zum Gegen- 
stand unserer Untersuchung machen, müssen wir beachten, 
daß Kräfte, die zwischen diesem Teile und dem Reste des 
Körpers auftreten, zwar für den ganzen Körper immer noch 
als innere, für jenen Teil — oder auch für den Rest — aber 
als äußere aufzufassen sind. Wir werden uns also, um die 
Sätze der gewöhnlichen Statik auf das Gleichgewicht eines 
Teiles des Körpers anwenden zu können, vor allen Dingen zu 
fragen haben, von welcher Art die Kräfte sein können, die 
zwischen dem Teile und dem Reste des Körpers wirken. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir uns daran^ daß die ir- 
dischen Körper, die wir untersuchen, in der Regel nur dann 
Kräfte von meßbarer Größe aufeinander übertragen, wenn sie 
miteinander in Berührung kommen. Ausnahmsweise kommen 
allerdings auch Kräfte vor, die dem Anscheine nach ohne ver- 
mittelndes Bindeglied in die Feme wirken. Wenn wir also 
z B. einen Teil eines Magneten betrachten, müssen wir auch 
auf die magnetischen Femkräfte achten, die von dem Reste 
auf das betrachtete Stück übertragen werden und die an diesem 
Stücke als äußere Kräfte auftreten. Mit solchen Fällen hat 
man sich aber nur ganz ausnahmsweise zu beschäftigen und 
wir wollen daher, um die Betrachtung nicht verwickelter zu 
machen, als es in der Regel nötig ist, weiterhin ganz von 
ihnen absehen. 

Wenn dies geschieht, bleiben zwischen einem gegebenen 
Teile eines Körpers und dem Reste nur solche Kräfte übrig, 
die mit den Druckkräften bei der Berührung verschiedener 
Körper zu vergleichen sind, die also ihren Sitz (d. h. ihre 
Angriffspunkte) an den Grenzflächen zwischen beiden Teilen 
haben. Freilich ist hier von vornherein darauf zu achten, daß 
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diese Kräfte nicht notwendig Druckkräfte zu sein brauchen 
sondern auch Zugkräfte sein köunen oder überhaupt jede be- 
liebige Richtung und Größe haben können^ da ein fester Kör- 
per nicht nur einer Annäherung, sondern auch einer Entfernung 
seiner einzelnen Teile und überhaupt jeder Formänderung einen 
Widerstand entgegensetzt. 

Diese in deu gedachten Gh-enzflächen übertragenen Kräfte 
bezeichnet man als Spannungen des Körpers. Da man sich 
auf jede beliebige Weise einen Teil des Körpers von dem 
Beste abgegrenzt denken kann, vermag man die Spannung an 
jeder Stelle und für jede Schnittrichtung als äußere Kraft an 
einem Teile des Körpers aufzufassen. Dadurch werden alle 
Spannungen der Untersuchung zugänglich und aus den Gleich- 
gewichtsbedingungen, die für jedes beliebig abgegrenzte Körper- 
element erfüllt sein müssen, folgen sofort die Beziehuniren 
zwischen den Spannungen fSr verschiedene Schnittrichtungen 
und an verschiedenen Stellen des Körpers, die zur Grundlao-e 
für alle weiteren Untersuchungen dienen müssen. 

Wird ein Stück des Körpers so abgegrenzt, daß seine 
Oberfläche mit der Oberfläche des ganzen Körpers zum Teile 
zusammenfällt (also so, daß das Stück nicht ganz aus dem 
Innern des Körpers herausgeschnitten ist), so treten an diesen 
Stellen keine Spannungen auf. Dagegen können hier Druck- 
kräfte von außen, also von anderen Körpern her übertrai^en 
werden. Die äußeren Kräfte müssen im Gleichgewichte mit 
den an den übrigen Teilen der Oberfläche des Körperstücks 
(also an den Schnittflächen) Jibertragenen Spannungen und mit 
den etwa auf die' Masse des Körperstücks selbst wirkenden 
Fernkräften stehen. Da die äußeren Kräfte gewöhnlich als 
gegeben angesehen werden können, erhält man durch diese 
Gleichgewichtsbedingung ein Mittel, um die Größe der Span- 
nungen unter gewissen Umständen zu berechnen. 

§ 3. Die bezogene Spannung. 
Wir betrachten zunächst den in Abb. 1 dargestellten Fall 
einer Zugstange, die durch die an beiden Enden, angreifenden 
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Abb. 1. 
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Kräfte P in Spannung versetzt wird. Denkt man sich durch 
einen Schnitt mm den links davon liegenden Teil des Körpers 
von dem Reste abgetrennt, so erfordert die Gleichgewichtsbe- 
dingung für diesen Teil, daß im Schnitte mm Spannungen 
übertragen werden, deren Re- 
sultierende gleich P ist und P ^ 
in die Richtung der Stab- 
mittellinie fallt. 

Freilich kennt man da- 
mit zunächst nur die gesamte durch die Schnittfläche mm über- 
tragene Spannkraft, und man weiß noch nicht, wie sie sich 
auf die einzelnen Teile des Querschnitts verteilt. Solange man 
den Körper, was bisher immer noch zulässig war, als starr 
ansieht, fehlt in der Tat jedes Mittel, um selbst für diesen 
einfachsten Fall der Zugbeanspruchung einen Anhaltspunkt 
für die Verteilung der Spannungen über den Querschnitt zu 
finden. Die Aufgabe ist statisch unbestimmt, genau in dem- 
selben Sinne wie jene über die Druckverteilung auf die vier 
Beine eines Tisches, von der vorher die Rede war. 

Wenn die Stange wirklich starr wäre, hätte es allerdings 
überhaupt keine Bedeutung, näheres über die Verteilung der 
Spannungen im Querschnitte zu erfahren, da sie für das phy- 
sikalische Verhalten des Körpers ganz belanglos wäre. Der 
Widerstand, den ein Körper dem Zerreißen entgegenzusetzen 
vermag, ist aber immer nur begrenzt. Wenn ein Bruch ein- 
tritt, ist von vornherein nicht zu erwarten, daß er sich gleich- 
zeitig über den ganzen Querschnitt erstrecke. Er kann auch 
an einer Stelle, an der die günstigsten Bedingungen dafür 
vorliegen, beginnen und sich dann erst über die übrigen Stellen 
ausbreiten. Um ein Urteil darüber zu erhalten, ob bei einei 
bestimmten Belastung ein Bruch zu ei'warten ist, müssen wii 
daher näheres über die Verteilung der gesamten Spannung 
über den Bruchquerschnitt zu erfahren suchen. 

Dazu kann uns nur eine Untersuchung der Formänderungen 
verhelfen, die dem Bruche vorausgehen. Denn diese hängen 
in bestimmter Weise mit der Verteilung der Spannungen zu- 
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sammen. Die Art dieses Zusammenhanges wird darch die be- 
sonderen Eigenschaften des belasteten Korpefs bedingt und 
kann nur auf Gnmd der Erfahrung festgestellt werden. Wenn 
der Körper elastisch ist und der Schnitt mm von den Enden 
der Stange weit genug entfernt ist; läßt sich erwarten und 
findet sich auch durch den Versuch bestätigt, daß die elastische 
Dehnung in der Bichtung der Stabachse für alle Punkte des 
Querschnitts mm ungefähr konstant ist. Erst hieraus läßt sich 
schließen; daß sich auch die Spannungen gleichförmig über den 
Querschnitt verteilen werden Man findet dann, wieviel Span- 
nung in der Flächeneinheit des Querschnitts übertragen wird, 
wenn man die ganze Kraft P durch den Flächeninhalt F des 
Querschnitts dividiert. Die in dieser Weise berechnete Span- 
nung für die Flächeneinheit 

* = F (1) 

wird die bezogene (nämlich die auf die Flächeneinheit be- 
zogene) Spannung oder auch die spezifische Spannung 
genannt. Es hängt von dem Stoffe ab, aus dem die Zugstange 
besteht, wie groß die bezogene Spannung werden darf, ohne 
daß die Gefahr eines Bruches nahe gerückt ist. 

Nicht immer darf man übrigens darauf vertrauen, daß die ein • 
fachste, gleichförmige Verteilung der Spannungen eintritt. Ein wich- 
tiges Beispiel für eine ungleichförmige Spannungsverteiluiig bei Zug- 
belastung liefert die Prüfung von Zementkörpem auf Zugfestigkeit. 
Um einen Zement auf seine Zugfestigkeit zu prüfen, pflegt man einen 
Gewichtsteil mit drei Gei^dchtsteilen einer besonderen Sandsorte (sog. 
Normalsande) zu mischen, eine bestimmte Menge Wasser zuzusetzen, 
das Ganze gehörig durchzuarbeiten und den erhaltenen Mörtel in eine 
Metallform zu bringen, in der er durch Schläge eines Schlagwerks 
stark zusammengedrückt wird. Der so erhaltene Probekörper von der 
in Abb. 2 angegebenen Gestalt wird dann später, nachdem er er- 
härtet ist, in eine Maschine gebracht, in der der Körper von zwei 
Zangen erfaßt und durch eine abgewogene Belastung P abgerissen 
wird. Der Bruch erfolgt zwischen den Linien aa und hh in Abb. 2. 
Auch in diesem Falle berechnet man allerdings gewöhnlich die Festig- 
keit des Zements nach Gleichung (1). Man erhält aber dabei nur 
einen Durchschnittswert der bezogenen Spannung ö für den ganzen 
Bruchquerschnitt und bleibt im Unklaren darüber, wie groß die be- 
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zogene Spannung an jener Stelle ist, an der der Bruch beginnt, um 
sich davon zu überzeugen, daß diese viel höher ist, als der nach 
Gl. (1) berechnete Durchschnittswert, genügt es, ein Stück von der- 
selben Gestalt aus Kautschuk herzustellen und dieses in derselben 
Weise auf Zug zu beanspruchen, wie es mit dem 
Zementkörper bei der Prüfung geschieht. Zieht man ! 

auf einer der ebenen Seitenflächen zwei feine Linien ! 

aa und &&, so bemerkt man, daß die Dehnung in /"'l ^ 

der Nahe der Kanten viel größer wird als in der \ ! / 

Mitte. Die vorher geraden Linien aa und hh wer- ^ — -X-.-i-..*/. — a 
den etwas gekrümmt und zwar so, daß sie sich / i \ 

ihre konvexen Seiten zukehren. Bei einem Ver- l j ) 

suche, den ich in dieser Weise ausführte, wobei ! — 

ich die Dehnungen zwischen aa und hh in ver- : 

schiedenen Abständen von der Mitte mit dem Mi- ^bb. 2. 

kroskope maß, fand ich, wenn die Dehnung in 
11,5 mm Abstand von der Mitte, d. h. in Yj mm Abstand von der 
Kante gleich 100 gesetzt wird, 

im Abstände von der Mitte =0 4 8 11,5 mm 
die Dehnungen =24 34 53 100. 

Die Dehnung an der Kante ist also mehr als viermal so groß 
als jene in der Mitte und daraus folgt, daß jedenfalls auch die Span- 
nung in der Nähe der Kante viel größer ist als in der Mitte. 

Bei einem Zementkörper sind die elastischen Dehnungen, die 
dem Bruche vorausgehen, weit geringer als bei einem Kautschuk- 
körper und daher einer unmittelbaren Messung, wenigstens bei so 
kleinen Körpern, wie sie zu den üblichen Festigkeitsprüfungen her- 
gestellt werden, nicht zugänglich. Dagegen weiß man aus anderen 
Versuchen, daß auch Zementkörper vor dem Bruche Dehnungen er- 
fahren, die der Art nach in ganz ähnlicher Weise mit den Spannun- 
gen zusammenhängen, wie bei dem Kautschuk. Wir müssen daher 
schließen, daß der Vorgang der elastischen Dehnung, wenn auch die 
absoluten Beträge viel kleiner sind, als beim Kautschuk, doch im 
ganzen ein ähnliches Gesetz befolgt wie bei dem vorher beschriebenen 
Versuche. Freilich kann man aus den Ergebnissen dieses Versuches 
noch nicht vollständig erkennen, in welcher Weise sich die Spannung 
bei einem Zementkörper genau über den Querschnitt verteilt. Hier 
kam es nur darauf nn, zu zeigen, erstens mit welcher Vorsicht man 
bei der Berechnung der Spannungen verfahren muß, und zweitens, 
daß ein zuverlässiges Urteil über die Art der Spanuungsverteilung 
immer erst aus einer Untersuchung der damit verbundenen Form- 
änderung des Körpers gewonnen werden kann. 
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Mit der eigentlichen Berechnung der Spannungen haben 
wir es an dieser Stelle noch nicht zu tun. Ich habe diese 
Betrachtungen nur angestellt^ um den BegriflF der bezogenen 
Spannung in das rechte Licht zu setzen. Wenn eine gleich- 
förmige Verteilung der Spannungen über eine größere Fläche 
nicht zu erwarten ist, müssen wir, um die bezogene Spannung 
an einer bestimmten Stelle dieser Fläche zu erhalten^ einen 
kleinen Teil /^F der Fläche an dieser Stelle abgrenzen und 
jenen Teil ^P der ganzen Kraft P, der in /^F übertragen 
wird, nach Gl. (1) durch /dF dividieren. Wir erhalten dann 
den Durchschnittsbetrag von 6 für die Fläche ^F und dieser 
fallt um so genauer mit dem Werte von 6 an der ins Auge 
gefaßten Stelle zusammen, je kleiner wir JF wählen. Als 
Definition der bezogenen Spannung an einem bestimmten 
Punkte des Querschnitts haben wir daher bei ungleichförmiger 
Spann'ungsverteilung den Grenzwert 

anzusehen, woraus auch umgekehrt 

dF = 6dF (3) 

folgt. 

Bisher setzte ich in Anlehnung an das einfache zur Er- 
läuterung gewählte Beispiel stillschweigend voraus, daß die 
Spannungen senkrecht zum gewählten Querschnitte gerichtet 
seien. Im allgemeinen ist dies aber keineswegs der Fall. 
Wenn die in einem Flächenelemente dF übertragene Kraft 
irgendeinen Winkel mit der Normalen zu dF bildet, können 
wir uns die Kraft und daher auch die bezogene Spannung in 
zwei Komponenten zerlegt denken, von denen eine in die 
Richtung der Normalen, die andere in die Fläche dF selbst 
fällt. Die erste heißt Normalspannung und zwar Zug- 
oder Druckspannung, je nachdem sie einer Entfernung oder 
einer Annäherung der beiden Teile des Körpers, zwischen 
denen der Schnitt gelegt ist, widerstrebt, und die andere die 
Schubspannung. Für jene werde ich den Buchstaben o, für 
diese den Buchstaben r gebrauchen. Wenn das Flächenelement 
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gegeben ist, wird die in ihm übertragene Normalspannung 
vollständig durch die Angabe der Größe von 6 und eines 
Vorzeichens beschrieben, durch das zwischen Zug- und Druck- 
spannung unterschieden wird. Ich werde den Zugspannungen 
gewöhnlich das positive Vorzeichen geben. Zur Beschreibung der 
Schubspannung muß dagegen noch eine nähere Angabe über 
die Richtung von r in der Fläche dF gemacht werden. Ge- 
wohnlich ist es am bequemsten, zu diesem Zwecke auf der 
Fläche dF zwei zueinander senkrechte Richtungen zu ziehen 
und T in zwei Komponenten nach diesen beiden Richtungen 
zu zerlegen. Im ganzen ist dann die Angabe von drei Kom- 
ponenten erforderlich, um die durch die Fläche dF übertragene 
Spannung zu kennzeichnen. 

Es wäre freilich ein Irrtum, wenn man annehmen wollte, 
daß der Spannungszustand des Körpers an der fraglichen Stelle 
durch die Angabe dieser drei Komponenten vollständig fest- 
gesetzt wäre. Dies ist keineswegs der Fall: um vollständig 
daiiiber unterrichtet zu sein, müssen wir diese Komponenten 
nicht nur für die Fläche dFy sondern auch für jedes andere 
Flächenelement anzugeben vermögen, das in beliebiger Stellung 
durch den gegebenen Punkt des Körpers gelegt werden kann, 

Auf den ersten Blick erscheint es nun, als wenn dazu 
unendlich viele Angaben erforderlich wären. Man überzeugt 
sich aber leicht, daß es schon vollständig genügt, wenn man 
die Spannungskomponenten für drei verschiedene Stellungen 
von dF anzugeben vermag; für jedes vierte Flächenelement 
das man durch den gegebenen Punkt legen mag, ist die 
Spannung dadurch schon mitbestimmt. Um dies zu erkennen, 
denke man sich ein unendlich kleines Tetraeder aus dem Körper 
abgegrenzt, so daß der gegebene Punkt etwa die eine Ecke 
dieses Tetraeders bildet. Dieses Tetraeder sei der Teil des 
Körpers, auf den wir nach unserem gewöhnlichen Verfahren 
die Gleichgewichtssätze der Statik in Anwendung bringen 
wollen. Außerdem sollen die drei an den gec^ebenen Punkt 
angrenzenden Flächen in jenen Stellungen gezogen sein, für 
die wir die Spannungskomponenten bereits als gegeben be- 
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trachten, während die vierte Fläche ganz beliebige Stellung 
haben kann. Diese vierte Fläche geht nun zwar nicht durch 
den gegebenen Punkt, und bei einigem Abstände von ihm wird 
auch die Spannung, die durch sie übertragen wird, etwas ver- 
schieden sein von der Spannung einer parallel zu ihr durch 
den gegebenen Punkt gelegten Fläche, die wir eigentlich be- 
rechnen wollen. Wenn wir uns aber die Kanten des Tetraeders 
immer mehr verkleinert denken und die vierte Fläche dadurch 
dem Punkte immer näher rücken, wird der Unterschied immer 
mehr abnehmen und in der Grenze ganz verschwinden. Dies 
ist der Grund, weshalb wir uns das Tetraeder unendlich klein 
denken müssen, denn im anderen Falle könnten wir o£Fenbar 
auch die Gleichgewichtsbedingungen für ein Tetraeder von 
endlicher Kantenlänge mit demselben Erfolge untersuchen. In 
der Tat muß hier schon allgemein gesagt werden, daß es 
in der Festigkeitslehre sehr oft zulässig ist, sich jene Körper, 
die als unendlich klein bezeichnet werden, auch in endlichen 
Abmessungen vorzustellen, ohne daß dadurch der Genauigkeit 
der Betrachtung ein erheblicher Abbruch geschehen würde. 
Im einzelnen Falle wird man sich immer leicht ein Urteil 
darüber verschaffen können, wie klein man die Kantenlängen 
mindestens wählen muß, ohne einen merklichen Fehler dadurch 
zu begehen, daß sich der betrachtete Spannungszustand etwas 
ändert, wenn man von der gegebenen Stelle um ein endliches 
Stück abrückt. 

An dem vorgelegten Tetraeder wirken nun fünf äußere 
Kräfte, die im Gleichgewichte miteinander stehen müssen, 
nämlich die Spannungen, die auf den vier Seitenflächen über- 
tragen werden, und die Femkraft, die von außen her auf die 
Masse des Tetraeders einwirkt. Bei den gewöhnlichen Anwen- 
dungen der Festigkeitslehre wird diese nur durch das Gewicht 
des Tetraeders gebildet. Will man Schwingungsbewegungen 
oder überhaupt Bewegungen untersuchen, die der Körper aus 
führt, so kommt noch eine Kraft hinzu, die man, wie im 
vierten Bande näher auseinandergesetzt werden wird, nach dem 
d'Alembertschen Prinzipe anbringen muß, also z. B. eine Zen- 
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trifugalkraft — oder allgemein eine sogenannte Trägheitskraft 
— um den Fall der Bewegung auf den Gleichgewichtsfall zu- 
rückzuführen. 

Wie dies aber auch sein möge^ jedenfalls ist die an der 
Masse des Tetraeders unmittelbar angreifende Kraft dem Yo- 
lumen des Tetraeders proportional^ während die Spannungen 
an den Seitenflächen den Flächeninhalten proportional sind> 
Nun haben wir vorher schon gesehen, daß wir uns, um ge- 
nauere Resultate zu erhalten, die Abmessungen des Tetraeders 
immer mehr verkleinert denken müssen, so daß sie in der 
Grenze zu Null werden. Bei dieser Verkleinerung nimmt aber 
das Volumen viel schneller ab, als die Inhalte der Seiten- 
flächen, da jenes der dritten, diese aber nur der zweiten Potenz 
der Längen proportional sind. Durch hinreichende Verkleinerung 
werden wir es also immer dahin bringen können, daß die 
dem Volumen proportionale Kraft gegenüber den Spannungen 
an den Seitenflächen ganz unmerklich wird. 

Wir haben es hier mit einer Überlegung zu tun, die überall 
anwendbar ist, wo der Einfluß von Kräften, die den Massen pro- 
portional sind, mit dem verglichen werden soll, der von Oberflächen- 
kräften herrührt. So wird z. B. ein kleiner Stein im fließenden 
Wasser leicht fortgerissen, während ein ihm geometrisch ähnlicher von 
großen Abmessungen unter den gleichen Bedingungen liegen bleibt, 
weü der Wasserdruck nur mit der zweiten Potenz, das Gewicht des 
Steins aber mit der dritten Potenz der Längen abnimmt. Derselbe 
Grund bedingt auch, daß ein Elefant im allgemeinen schwerfälliger 
sein muß, als ein Tier von geringer Körpergröße, denn das Eigen- 
gewicht, mit dem der Elefant bei seinen Bewegungen zu t\m hat, 
steht bei ihm in einem ungünstigeren Verhältnisse zu den Querschnitten 
der Muskeln, durch die die bewegende Kraft übertragen wird. 

Übrigens ist bei den meisten Anwendungen der Festig- 
keitslehre das Eigengewicht des vorher betrachteten Tetraeders 
selbst dann schon ganz unmerkHch, wenn die Kantenlängen 
noch nach Zentimetern zählen. Das Eigengewicht des Tetrae- 
ders berechnet sich daitn auf Gramme, während die Spannun- 
gen an den Seitenflächen sich oft genug auf Tausende von 
Kilogrammen belaufen. Um die Spannungen an solchen kleinen 
Stücken unmittelbar miteinander zu vergleichen, braucht man 
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daher in erster Annäherung auf das Eigengewicht keine Rucksichfc 
zu nehmen. Erst dann, wenn man etwa auf sehr kleine Unter- 
schiede achten will, die dadurch bedingt werden, daß man um ein 
kleines Stück in einer gewissen Richtung weiter geht, wird es 
nötig, auch auf die den Massen proportionalen Kräfte zu achten. 

Mit Rücksicht auf diese Erwägungen bleibt daher nur 
noch das Gleichgewicht der Spannungen an den vier Seiten- 
flächen des Tetraeders für sich genommen zu untersuchen. 
Das Gleichgewicht erfordert, daß die geometrische Summe 
dieser vier Spannungen gleich Null ist. Wenn drei SpauAungen 
gegeben sind, folgt daher Größe und Richtung der vierten 
durch Zeichnen eines windschiefen Kräftevierecks oder nach 
dem Satze vom Parallel epiped der Kräfte oder nach irgend- 
einer anderen Methode der gewöhnlichen Statik. 

Die genannte Bedingung genügt freilich noch nicht, um 
das Gleichgewicht eines Körpers unter der Wirkung dieser 
vier Kräfte sicher zu stellen. Dazu gehört noch, daß sich die 
vier Richtunoren entweder in einem Punkte schneiden oder daß 
wenigstens auf andere Art auch ein Gleichgewicht gegen 
Drehung gesichert ist. Dies weist uns darauf hin, daß schon 
die Spannungen auf drei gegebenen Flächenelementen dF ge- 
wisse Bedingungen erfüllen müssen, wenn sie überhaupt mit- 
einander verträglich sein sollen. Man kann diese Bedingungen 
für das Tetraeder ableiten, indem man Momentengleichungen 
anschreibt. Wir wollen aber dazu einen bequemeren Weg 
wählen, indem wir an Stelle des Tetraeders ein unendlich kleines 
Parallelepiped betrachten. 

§ 4. Gleichgewichtsbedingungen zwischen den Spannungs- 
komponenten. 

Wir sahen vorher, daß der Spannungszustand, in dem 
sich der Körper an einer gewissen Stelle befindet, durch An- 
gabe der Spannungskomponenten für *drei beliebige Flächen- 
elemente von verschiedener Stellung, die man durch den ge- 
gebenen Punkt legen kann, eindeutig beschrieben wird. Es 
steht uns frei, diese Finchenelemente so auszuwählen, wie es 
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für die weitere Untersuchung am bequemsten ist. Dieser Um- 
stand weist uns auf die Benutzung eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems hin. In der Festigkeitslehre wird nicht viel 
damit gewonnen^ wenn man an Stelle von Koordinaten oder 
Komponenten mit den gerichteten Größen selbst rechnet, was 
in den meisten übrigen Teilen der Mechanik von Vorteil ist. 

In Abb. 3 sei der Punkt des Körpers^ für den der 
Spannungszustand untersucht werden soll. Er möge die Ecke 
eines unendlich kleinen Parallelepipeds bilden, dessen aufein- 
ander senkrecht stehende Kanten in die Richtungen der Ko. 
ordinatenachsen OX, OY, OZ gelegt sind. Unendlich klein 
müssen wir uns das Parallelepiped wieder deshalb denken, weil 
sonst die Spannungen an verschiedenen Stellen der von aus- 
gehenden Seitenflächen merklich voneinander abweichen könnten. 
So aber können wir ohne in Betracht kommenden Fehler an- 
nehmen, daß die Spannungen über jede Seitenfläche gleichmäßig 
vei*teilt sind. Die Resultierende der Spannungen für jede Seiten- 
fläche geht dann durch deren Schwerpunkt, also durch die 
Mitte, und die Größe ist nach Gleichung (3) gleich dem 
Produkte aus der bezogenen Spannung für die betreffende 
Flächenstellung und dem Inhalte des Rechtecks. 

Die NormalspauRungen gehen auf allen Seitenflächen schon 
Yon selbsjb in den Richtungen der Koordinatenachsen, und auch 
die Schubspannungen wollen wir uns an jeder Fläche in zwei 
Komponenten zerlegt denken, die in die Richtungen der Koor- 
dinatenachsen fallen. Wir haben dann an den sechs Seiten- 
flächen des abgegrenzten Körperstücks zusammen 18 Spannungs- 
komponenten. Zu ihnen kommen noch die drei Komponenten der 
im Schwerpunkt des Parallelepipeds angreifenden Massenkraft, 
die jedoch von höherer Ordnung klein sind als die Spannungs- 
kräfte, so daß sie bei der Gleichgewichtsbetrachtung in erster 
Annäherung fortgelassen werden können. 

Wir müssen uns zunächst darüber klar werden, in welchen 
Beziehungen die Spannungen auf zwei gegenüberliegenden 
Seitenflächen des Parallelepipeds zueinander stehen. In jeder 
Trennungsfläche, die wir uns in einem Körper gezogen denken 
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können, grenzen zwei Teile des Körpers aneinander^ zwischen 
denen sich die Spannungen durch die Trennungsfläche über- 
tragen. Nach dem Gesetze der Wechselwirkung ist die Eraffc, 
die etwa A auf B überträgt, ebenso groß, aber entgegengesetzt 
gerichtet wie die Kraft, die v3n B auf Ä wirkt. Wir wollen 
uns, um beide Teile deutlich voneinander unterscheiden zu 
können, eine Normale zur Treunungsfläche nach einer der 
beiden möglichen Richtungen gezogen denken. Für den einen 




Abb. 3 a. 



Teil geht diese Normale dann nach außen hin und für den 
anderen nach innen. Eine Zugspannung ist für jeden der 
beiden Teile eine Kraft, deren Pfeil mit der Richtung der 
äußeren Normale dieses Teiles übereinstimmt. Betrachten wir 
nämlich den anderen Teil, so kehrt sich nach dem Wechsel- 
wirkungsgesetze der Pfeil der übertragenen Spannung um, 
gleichzeitig ist aber nun die entgegengesetzte Richtung der 
Normalen als die äußere zu bezeichnen, und wir können da- 
her in der Tat die für beide Teile zutreffende, eindeutige Aus- 
sage machen, daß eine Normalspannung als positiv zu rechnen 
ist, wenn sie in die Richtung der äußeren Normale fällt. 
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Nun fasse man in Abb. 3 etwa die beiden sich gegenüber- 
liegenden Seitenflächen ins Auge, die senkrecht zur X-Achse 
stehen. Die äußere Normale der einen geht in der Richtung 
der positiven X-Achse, die der anderen in der entgegengesetzten 
Kichtung. Denkt man sich beide Flächen immer näher an- 
einander gerückt, so wird zuletzt die in der einen Fläche über" 
tragene Spannung nur einfach die nach dem Gesetze der Aktion 
und Reaktion auftre- 
tende Gegenwirkung ^^kWu^^ 
der zur anderen ge- 
hörigen Spannung 
sein. In erster An- 
näherung können wir 
daher bei je zwei 
sich gegenüberlie- 
genden Flächen des (^ 
Parallelepipeds die 

Spannungen als 
gleich groß und ent- 
gegengesetzt gerich- 
tet betrachten. Nur 
wenn man absicht- 
lich auf die kleinen 
Unterschiede achten 
will, die dadurch zu- 
stande kommen, daß die eine Fläche etwas entfernt von der zu 
ihr parallelen ist, wird man die in Abb. 3 eingeschriebenen 
genaueren Ausdrücke zu benutzen haben. 

In bezug auf die Richtungen, die als positiv an- 
zusehen sind, ist noch folgendes zu beachten. Bei jenen 
Seitenflächen, deren äußere Normalen in den Richtungen der 
positiven Koordinatenachsen gehen, zählt die Normalspannung 6 
ebenfalls in dieser Richtung positiv, denn wir haben schon 
vorher festgesetzt, daß Zugspannungen positiv gerechnet werden 
sollen. Wir kommen daher zur einfachsten Übereinkunft über 
die Wahl der Vorzeichen, wenn wir bestimmen, daß nicht nur 

FOppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. 2 




Abb. 8b. 



dx 
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(J, sondern auch die beiden Komponenten der Schubspannung r 
auf jenen Flächen in den Richtungen der positiven Koordina- 
tenachsen positiv gezählt werden sollen, deren äußere Normalen 
in die positiven Achsenrichtungen fallen. Bei den gegenüber- 
liegenden Flächen sind dann natürlich alle Pfeile umzukehren, 
wenn die Spannungskomponenten positive Werte haben. Nach 
diesen Grundsätzen sind die Pfeile in Abb. 3, mit der man 
sich recht vertraut machen möge, eingetragen. In der axono- 
metrischen Zeichnung sind die Spannungen auf den drei ver- 
deckt liegenden Seitenflächen weggelassen. Von den drei sicht- 
baren Seitenflächen hat die in der XZ-Ebene liegende eine 
äußere Normale, die der positiven Z-Achse entgegengesetzt 
gerichtet ist. Daher sind hier auch die Pfeile von ö und den 
beiden Komponenten von t den Koordinatenachsen entgegen- 
gesetzt gerichtet gezeichnet. Bei den beiden anderen sichtbaren 
Seitenflächen gehen dagegen die Pfeile in den positiven Achsen- 
richtungen, weil dies auch von den äußeren Normalen zutrifft. 

Die den Spannungskomponenten 6 und t angehängten 
Ordnungszeiger reden eine leicht verständliche Sprache. Jedes 
trägt nur einen Zeiger, denn hier genügt es, die Stellung 
des Flächenelementes anzugeben, zu dem 6 gehört, und dies 
geschieht, indem die Achseniichtung angemerkt wird, zu der 
das Flächenelement senkrecht steht und zu der ö daher paral- 
lel geht. Auch der erste der beiden Zeiger der Schubspannungs- 
komponenten r bezieht sich auf die Stellung des zugehörigen 
Flächenelementes und stimmt daher auf jeder Fläche mit dem 
Zeiger von 6 überein. Der zweite Zeiger gibt dagegen an, 
welcher Achsenrichtung die betreffende Komponente parallel geht. 

Zur Erläuterung von Abb. 3 muß ich endlich noch auf 
einen Umstand aufmerksam machen, an den der Leser freilich 
schon längst gedacht haben wird. Von den drei sichtbaren 
Seitenflächen geht nur eine durch den Punkt 0, in dem der 
Spannungszustand untersucht werden soll. Hier konnte man 
sich damit begnügen, die Spannungskomponenten einfach mit 
^y? T und Ty, zu bezeichnen. Freilich sieht man dabei schon 
von unendlich kleinen Unterschieden ab, die sich daraus er- 
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geben, daß der Spannungszustand nicht über die ganze Recht- 
eckfläche genau mit dem in übereinstimmt. Auf der gegen- 
überliegenden Seitenfläche kommen aber dieselben Unterschiede 
ebenfalls vor und gerade weil von beiden Flächen in dieser 
Hinsicht dasselbe gilt, ist es nicht nötig, auf diese unendlich 
kleinen Unterschiede weiter zu achten. Dagegen kann es 
nötig werden, den Unterschied hervorzuheben, der dadurch 
entsteht, daß die gegenüberliegende Seitenfläche um das Stück 
dy in der Richtung der F-Achse gegen die vordere verschoben 
ist. Wir müssen, um diese feinen Abstufungen zu berücksich- 
tigen, der Normalspannung ö^ auf der gegenüberliegenden 
Seitenfläche noch ein Differential zufügen, so daß wir dort 

erhalten und ähnliches gilt für die anderen Komponenten. 

Aus dem Grundrisse in Abb. 3 b ist dies ersichtlich. Ebenso 

sind in der axonometrischen Figur die Spannungskomponenten 

auf den beiden sichtbaren Seitenflächen, die nicht durch den 

Punkt gehen, schon mit den Zuwüchsen versehen, die den 

Abständen von den gegenüberliegenden Flächen entsprechen. 

Wo der Platz nicht ausreichte, sind diese Differentiale auch 

nur durch Punkte angedeutet, wie in tg^+ - ' » an Stelle von 

dt. 



T,_H dg. 

Nachdem man sich mit allen diesen Einzelheiten, die in 
Abb. 3 zu berücksichtigen waren, hinreichend vertraut ge- 
macht hat, ist schon der erste und wichtigste Schritt zum 
Verständnisse der Grundgleichungen der Festigkeitslehre ge- 
schehen; diese ergeben sich nämlich aus den Bedingungen für 
das Gleichgewicht der Kräfte am Parallelepiped. Zunächst 
wollen wir das Gleichgewicht gegen Drehung ins Auge fassen, 
da wir schon in § 3 erkannten, daß wir hierdurch zu den Be- 
dingungen geführt werden, die zwischen den neun Spannungs- 
komponenten (?^ (Jy 6^ r^y r^, Ty^, ty^ r,^ t^^ für die drei durch 
den Punkt gelegten Flächenelemente bestehen müssen, damit 
sie miteinander verträglich sind. Um z. B. zu erkennen, welche 

2* 
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Bedingung erfQllt sein muß, damit keine Drehung um eine 
zur Z- Achse parallele Grade eintreten kann, projizieren wir den 
Körper mit allen daran angreifenden Kräften auf die X F-Ebene, 
wie dies in Abb. 3b bereits geschehen ist. Wir sehen danii^ 
daß zwei Kräftepaare vorkommen, die eine solche Drehung 
in entgegengesetzter Richtung anstreben. Ein Kräftepaar wird 
durch die Spannungen r^^ auf den beiden Rechteckseiten ge- 
bildet, deren Normalen zur F Achse parallel gehen. Die Größe 
jeder Kraft dieses Paares wird gefunden, wenn wir die be- 
zogene Spannung r^^ mit dem Inhalte des Flächenelementes, 
über das sie verteilt ist, multiplizieren; sie ist also gleich 
x^^ dxde zu setzen. Das statische Moment des Kräftepaares 

ist daher gleich 

Ty, • dxdydz. 

Ebenso finden wir für das Moment des Kräftepaares der 
Schubspannungen r^y, die über die beiden zur X-Achse senk- 
rechten Seitenflächen verteilt sind, 

xr^y • dxdydz. 

Wir setzen hier voraus, daß auf das Parallelepiped keine 
Massenkräfte einwirken, die wie die magnetischen Kräfte im 
Innern eines Magneten eine Drehung herbeizuführen suchten. 
Dann erfordert die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen, daß 

"xy "yx 

ist. Natürlich läßt sich dieselbe Betrachtung auch für eine 
Drehung um jede der beiden anderen Koordinatenachsen wieder- 
holen, und wir erhalten daher im ganzen die drei Gleich- 
gewichtsbedingungen 

''^xy ^ '^yxl '^xs ^ ''^zx'l '^yz =°' '^$yf (4) 

die einen der wichtigsten Sätze der Festigkeitslehre aussprechen, 
den wir als den Satz von der Gleichheit der einander 
zugeordneten Schubspannungen bezeichnen wollen. 

Wir haben damit erkannt, daß zur vollständigen Be- 
schreibung des Spannungszustandes des Körpers in einem ge- 
gebenen Punkte die Angabe von sechs Zahlen erforderlich 
ist. Diese Anzahl kann auch durch weitere Betrachtungen 
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uicht herabgedrückt werden. Man spricht diese Tatsache auch 
wohl mit den Worten aus, daß oo® verschiedene Spannungs- 
zustände möglich sind, oder daß die Reihe aller Spannungszu- 
stände eine Mannigfaltigkeit von sechs Dimensionen bildet. 

Wir wollen jetzt noch das Gleichgewicht des Parallel- 
epipeds gegen Verschieben in den drei Achsenrichtungen be- 
trachten. Dieses wird schon durch das Gesetz der Aktion und 
Reaktion verbürgt, wenn vrir auf die sehr kleinen Unterschiede 
der Spannungen an gegenüberliegenden Seitenflächen keine Rück- 
sicht nehmen, wie es bei der vorigen Betrachtung geschehen 
konnte. Wir wollen aber dabei nicht stehen bleiben, weil wir 
bei dieser Gelegenheit noch erfahren können, in welchen Be- 
ziehungen die Zuwüchse der Spannungskomponenten bei ver- 
schiedenen Fortschreitungsrichtungen zueinander stehen müssen. 
Natürlich ist es jetzt, wo wir nur auf die kleinen Unterschiede 
der Spannungen auf gegenüberliegenden Flächen zu achten 
haben, nicht mehr zulässig, die dem Volumen des Parallel-, 
epipeds proportionale Fernkraft, also etwa das Gewicht des 
Körperchens, zu vernachlässigen. Dieses ist zwar unendlich 
klein gegen die Spannungen selbst, aber durchaus vergleichbar 
mit den kleinen Unterschieden zwischen den Spannungen auf 
gegenüberliegenden Seiten. Ich denke mir die auf die Raum- 
einheit bezogene Massenkraft in drei Komponenten nach den 
Koordinatenachsen zerlegt, die ich mit X, F, Z bezeichne und 
positiv rechne, wenn sie mit den positiven Achsen gleich- 
gerichtet sind. 

In der Richtung der X-Achse kommen jetzt an dem 
Körperchen sieben Kräfte vor, deren Summe gleich Null sein 
muß, damit das Gleichgewicht gesichert sei. An jeder Seiten- 
fläche des Parallelepipeds haben wir eine zur X-Achse parallele 
Spannungskomponente, und dazu kommt die Komponente der 
Massenkraft im Beti*age Xdxdydz, Die Spannungskompo- 
nenten kann man paarweise zusammenfassen. Auf dem durch 
den Punkt gehenden, zur X-Achse senkrechten Rechtecke 
haben wir die Komponente 6^ der bezogenen Spannung, also 
im ganzen den Betrag (J^ • dydz einer Kraft, die der positiven 
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X-Achse entgegengesetzt gerichtet ist. Auf der gegenüber- 
liegenden Seitenfläche kommt dazu die um ein Differential 
verschiedene und nach der positiven X-Achse hin gerichtete 
Normalspannung. Fassen wir beide zusammen , so behalten 
wir einen Überschuß von der Größe 

-TT^-^ • dxdydz 
ex ^ 

in der Richtung der positiven X-Achse. Ebenso tragen die 
beiden zur F- Achse seokrechten Seitenflächen zusammen ge- 
nommen das Glied 

dt 

„J^ . dxdydz 

zur Komponentensumme in der Richtung der X-Achse bei und 
ähnlich die beiden letzten Seitenflächen. Schreiben wir nun 
die Bedingung an^ daß die algebraische Summe aller parallel 
zur X-Achse gehenden Komponenten verschwinden muß, so er- 
halten wir nach Wegheben des gemeinsamen Faktors dxdydß 
die erste der drei folgenden Gleichungen 



' + ^^y- -1- 1 ? + X = 
ex cy dz 

do„ dt^„ dt,„ 

oy cx ^ dz 
da, dr^, dt„^ 

dz ^ dx * dy 



(5) 



Die beiden letzten sind ebenso gebildet wie die erste, die 
wir eben ableiteten; sie sprechen die Gleichgewichtsbedin- 
gungen gegen Verschieben in den Richtungen der Y- und 
der Z-Achse aus. Es ist zwar nützlich, sie zur Übung eben- 
falls aus Abb. 3 abzulesen, aber nicht notwendig, da keine 
Koordinatenachse vor der anderen etwas voraus hat und was 
für die eine bewiesen ist, daher auch für die anderen gelten 
muß. Es genügt demnach vollständig, sich davon zu über- 
zeugen, daß die beiden anderen Gleichungen aus der ersten 
hervorgehen, wenn man die Koordinaten a?, y, zyklisch mit 
einander vertauscht. 
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§ 5. Das Gleichgewicht am Tetraeder. 

Wir wollen jetzt die am Schlüsse von § 3 in allgemeinen Um- 
rissen angestellte Betrachtung auch noch in einen Satz Ton Glei- 
chungen umprägen. Dazu beziehe ich mich auf Abb. 4, in der das 
Tetraeder in Aufriß und Grundriß gezeichnet ist. Als gegeben werden 
die Spannungskomponenten 
betrachtet, die zu den Stellun- 
gen der drei Koordinaten- 
ebenen gehören; verlangt 
wird die Berechnung der 
Spannungskomponenten auf 
der in beliebiger Stellung ge- 
zogenen vierten Tetraeder- 
flache, deren äußere Normale 
mit n bezeichnet ist. Es ist 
am bequemsten, die Spannung 
für diese Fläche, die mit p^ 
bezeichnet werden möge, zu- 
nächst in drei Komponenten 
zu zerlegen, die den Koordi- 
natenachsen parallel laufen. 
In der Abbildung sind diese 
Komponenten mit p^^ jp^^, 
p^^ bezeichnet; die Zeiger 
haben also dieselbe Bedeu- 
tung wie bei den früheren 
Betrachtungen. Nachdem die- 
se Komponenten gefunden 
sind, kann man leicht auch 
die Normalspannung a^ und 
die in gegebenen Richtungen 

verlaufenden Schubspannungskomponenten daraus ableiten, wenn sich 
dies als nötig herausstellt. 

Die Fläche der vierten Tetraederseite sei gleich dF\ die Flächen 
der drei anderen bilden die Projektionen von dF auf die Koordinaten- 
ebenen und werden daher aus dF durch Multiplikation mit den Ko- 
sinus der Neigungswinkel gefunden. Der Winkel zwischen dF imd 
der TZ-Ehene ist aber nach einem bekannten Satze der Stereometrie 
auch gleich dem Winkel zwischen den Normalen auf beiden Ebenen, 
der kurz als Winkel (nx) bezeichnet werden soll. 

An der in die FZ-Ebene fallenden Seitenfläche des Tetraeders 
kommt eine in der Richtung der negativen X-Achse verlaufende Span- 




Abb. 4. 
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nungskomponente tf^ vor, die nach Multiplikation mit dem Flächen- 
inhalte dieser Tetraederseite den Beitrag 

öjgdFcos{nx) 

zur Komponentengleichung liefert. Von der Seitenfläche in der 
XZ-Ebene stammt ebenso, wie man aus Abb. 4 unmittelbar ablesen 
kann, der Beitrag 

Xj^^dF cos (ny) 

und von der Seitenfläche in der XF-Ebene der Beitrag 

Xg^dF cos (n0\ 

wobei zu beachten ist, daß alle diese drei Komponenten, sofern die 
Spannungskomponenten ö und r alle das positive Vorzeichen haben, 
nach der über die Richtungsbezeichnungen getroffenen Übereinkunft 
in der Richtung der negativen X-Achse gehen. Die Spannungskom- 
ponente p^^ auf der vierten Tetraederseite wollen wir, da hierüber 
bisher noch nichts festgesetzt ist, als positiv betrachten, wenn sie in 
die Richtung der positiven X-Achse fällt. Die Gleichgewichtsbedingung 
gegen Verschieben in der Richtung der X-Achse erfordert nun, daß 
die Komponente Pn^^F der Summe der vorher aufgeführten Kräfte, 
die in entgegengesetzter Richtung gehen, gleich ist. Nach Wegheben 
des gemeinsamen Faktors dF erhalten wir daher die erste der drei 
folgenden Gleichungen 

Pnx = (Sx(^os{nx) + Ty^cos(wy) +x^^cos{nz) 

Pny = S cos(*^2/) + T,y cos(w^) + x^y cos{nx) • (6) 

Pnz = ^z cos{nz) + T_,, cos(nx) + Ty^ cos(ny) 

Die beiden folgenden ergeben sich aus der ersten durch zyklische 
Vertauschung von x, y, z und sprechen die Gleichgewichtsbedingungen 
gegen Verschieben in den Richtungen der Y- und Z-Achse aus. 

Damit ist die Aufgabe gelöst. Man wendet die Gleichungen (6) 
namentlich dann an, wenn die vierte Tetraederseite in die Oberfläche 
des ganzen Körpers fällt. Unter den p sind dann die Druckkräfte 
zu verstehen, die von außen her auf den ganzen Körper übertragen 
werden. Diese sind gewöhnlich gegeben; sehr häufig sind sie gleich 
Null, und die vorigen Gleichungen geben dann in der Form 

a^ cos (nx) + t^ ^ cos {ny) + t,^ cos (nz) = 

(Ty cos (ny) + x^y cos {nz) + r^y cos {nx) « ■ (7) 

(T^ cos {nz) + T^, cos (wir) -|- r^, cos{ny) = 

die Beziehungen an, die zwischen den Spannungskomponenten in der 
Nähe einer freien Oberfläche des ganzen Körpers bestehen müssen. 



§ 6. Der ebene Spannungszustand 



25 



§ 6. Der ebene Spannungssustand. 

Bisher haben wir den allgemeinsten Spannungszustand 
untersucht^ der überhaupt in einem Körper auftreten kann. 
Die Fälle^ mit denen man praktisch zu tun bekommt^ sind aber 
gewöhnlich viel einfacher. Aus diesem Gh-unde wollen wir die 
weitere Untersuchung an dieser Stelle auf den Fall des soge- 
nannten ebenen Problems beschränken. Man versteht darunter 
einen Spannungszustand, bei dem nach einer bestimmten Rich- 
tung hin überhaupt keine Spannungskomponenten auftreten, 
um diesen Fall weiter zu untersuchen, wollen wir uns das 
Koordinatensystem so gewählt denken, daß die Z-Achse in die 
soeben bezeichnete Richtung fallt. Der Fall des ebenen Pro- 
blems wird dann durch die Aussagen 

«. = 0, r.. = 0, r,,-0 (8) 

gekennzeichnet. Von den sechs Spannungskomponenten, die 
im allgemeinen zur Beschreibung des Spannungszustandes er- 
forderlich sind, unterscheiden sich demnach hier nur noch drei 

= T , wofür wir jetzt, da 



von Null, nämlich <J^, 6^ und t^^ 



keine Verwechslung mehr möglich ist, kurz x schreiben können. 

Wir wollen jetzt die y 

Frage aufwerfen, wie man 
beim ebenen Problem die 
Schnittrichtung wählen muß, 
damit die Spannungen ihre 
größten Werte annehmen. ,^ 
Dabei genügt es, nur solche -<- 
Schnittrichtungen in Be- 
tracht zu ziehen, die parallel 
zur ^- Achse gehen. Wir 
denken uns ein dreiseitiges 
Prisma abgegrenzt, dessen 
Grundfläche in Abb. i an- 
gegeben ist, während die zur Z-Achse parallelen Kanten die 
Längen de haben mögen. Auf die beiden Grundflächen wirken 
nach den Gleichungen (8) überhaupt keine Kräfte. Die Span- 




Abb. 6. 
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Dungskomponenten an den drei Seitenflächen sind in die Ab- 
bildung nach jenen Richtungen eingetragen, die als positiv ge- 
rechnet werden. Die Spannung auf der unter dem Winkel €p 
gegen die X-Achse geneigten Seitenfläche ist in die Normal- 
komponente 6' und die Schubspannung x' zerlegt. Die letzte 
kann ebenfalls keine Komponente in der Richtung der Z-Achse 
haben, weil an den übrigen Seitenflächen keine Kraft in dieser 
Richtung, die mit ihr Gleichgewicht halten könnte, vorkommt; 
sie ist also ebenso wie ö' und alle übrigen Spannungen paral- 
lel zur XF-Ebene. 

Das Gleichgewicht der Kräfte gegen Verschieben nach der 
X-Achse liefert, wenn wir den Inhalt der schief zu den Achsen 
stehenden Seitenfläche mit dF bezeichnen, die Bedingungs- 
gleichung 

(j' dFsivL q> + x d-Fcos tp -— <y^rfFsin g? — rdFcos g? = 0, 

aus der man den gemeinsamen Faktor dF wegheben kann. 
Ebenso liefert die Komponentengleichung für die Richtung der 
F-Achse 

ö' cos 9 — r' sin 9 — 6^ cos gp — - r sin g? «= 0. 

Beide Gleichungen lösen wir nach den Unbekannten a 
und t' auf. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit 
sin (p, der zweiten mit cos <p und Addition erhält man zunächst 

<f' = ögg sin*9> + 6^ cos^ + 2r sin g? cos qp. 

Bequemer ist es für das Folgende, diesen Ausdruck da- 
durch noch etwas umzugestalten, daß man den doppelten Win- 
kel einführt, also z. B. 

• 9 1 — cos 2 op 
sinT -= 2 — 

setzt. Dadurch geht der vorige Wert über in 

o = — ^ +-^ — 0OB2(p + t8\n2(p 



a a 

x' = ' ^ " ^ sin 2y -f r cos 2qp. 



(9) 



In der zweiten Gleichung ist der Wert von r' angegeben, 
der auf dieselbe Weise erhalten wird. Die Spannungskompo- 



« 
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iienten <?' und x' sind damit ak Funktionen des Winkels (p 
gefunden, den wir uns veränderlich denken können, wodurch 
wir zu allen Schnittrichtungen gelangen, die zur XF-Ebene 
senkrecht stehen. Um die Maximalwerte zu finden, differen- 
tiieren wir zunächst <?' nach g? imd setzen den DiflFerential- 
quotienten gleich Null. Aus der so entstandenen Gleichung 

=- - ^^~ . 2 sin 2 9 + 2 r cos 2 y (10) 

erhalten wir zunächst ig2(p und daraus auch q> selbst, nämlich 

9=«- arctg---— + ^2, (11) 

y X 

wenn n eine beliehige positive oder negative ganze Zahl be- 
deutet. Durch die Zufügung eines Vielfachen von tc wird 
nämlich der Wert von ig2(p nicht geändert; man kann also njt 

beliebig zu 2qp und daher w— beliebig zu tp addieren, ohne 

die Bedingung für ein Maximum oder Minimum von ö' zu 
ändern. 

Die rechte Seite von 61. (10) stimmt genau mit dem 
doppelten Werte von r' in 61. (9) überein. Wir erkennen daraus, 
daß 6' in jenen Schnittflächen seinen größten oder kleinsten 
Wert annimmt, für die r' verschwindet. Zugleich folgt aus 
61. (11), daß dies immer mindestens in zwei Schnittflächen zu- 
trifft, die aufeinander senkrecht stehen (für die sich qp um 
einen rechten Winkel unterscheidet). Daneben ist nur noch 
ein Ausnahmefall möglich, der dann eintritt, wenn r = und 
^x ^ ^y ^^^' 1^21^^ ist auch für alle anderen Schnittrichtungen 
r' = und <y' ist unabhängig von g?, d. h. für alle Schnittrich- 
tungen gleich groß. 

Von diesem Ausnahmefalle abgesehen, kommen aber beim 
ebenen Probleme immer nur zwei, aufeinander senk i echte und 
zur Z-Achse parallele Schnittrichtungen vor, für die r ver- 
schwindet, auf denen also die gesamte Spannung senkrecht 
steht und für die zugleich a' seinen kleinsten und seinen größten 
Wert annimmt. Man nennt jene Richtungen die Haupt- 
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richtungen und die zugehörigen Spannungen die Haupt- 
spannungen des Körpers an der betreffenden Stelle. 

Die Größe der Hauptspannungen findet man aus Gl. (9) 
durch Eintragen des durch Gl. (10) oder (11) bestimmten Wertes 
von (f. Am einfachsten ist es, zuerst Gl. (10) nach sin 2 9 und 
cos 2 9 aufzulösen. Man erhält dann 

sin2gp = ± - --= — ; co82(p « ± y * 



Aus Gl. (9) findet man dann weiter 

min ^ y4r«+(rT,~tfp« 

und^ wenn man beachtet, daß im letzten Bruche der Zähler 
die Hälfte vom Quadrate des Nenners bildet, kürzer 

tf '_._ - '-^'-^ ± »-y4^+ÖJ, - ö*- (12) 



max 
min 



Daß der eine Wert ein Maximum, der andere ein Mini- 
mum liefert, kann auf gewöhnlichem Wege durch Bilden des 
zweiten Differentialquotienten von <?' nach (p nachgewiesen 
werden; es folgt aber auch schon daraus, daß jede stetige 
Funktion des Winkels 9, die nicht konstant ist, bei einmaligem 
Umlaufe des ganzen Kreises mindestens ein Maximum und ein 
Minimum haben muß. 

Wenn r = ist, fallen die Richtungen der Koor- 
dinatenachsen mit den Hauptrichtungen zusammen 
und 6^j 6^ sind selbst die Hauptspannungen. Einander 
gleich können die Hauptspannungen nur dann werden, wenn 
zugleich r = und 6^ = a^ ist. Dann kann jede Richtung in 
der XF-Ebene als Hauptrichtung angesehen werden. 

Wir wenden uns jetzt zur Ermittelung der Maximalwerte 
der Schubspannungskomponente r'. Aus 61. (9) erhalten wir 

T~ "^ " 2~~ ' ^ ^^^29) — 2r sin2gp. 

Die Bedingung für ein Maximum oder Minimum wird da- 
her ausgesprochen durch die Gleichung 

tg2<f = ^^^^. (13) 
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Dieser Wert ist das Negative der Kotangente von 2(p, 
die aus der Bedingungsgleichung (10) gefunden wird. Daraus 
folgt, daß der nach 61. (13) bestimmte Winkel sich von dem 

aus Gl. (10) aVgeleiteten um einen Rechten oder um — unter- 

scheidet. Die Winkel (p selbst, für die einerseits ö' und anderer- 
seits t' die Maximal- oder Minimalwerte annehmen, unter- 
scheiden sich demnach um — . Die größten Schub Span- 
nungen erhält man also für solche Schnittrichtungen, 
die mit den Hauptrichtungen Winkel von 45® ein- 
schließen. Beachtenswert ist, daß die Kormalspannungen 
auf diesen Ebenen im allgemeinen nicht verschwinden, wie 
man auf Orund des Vorausgegangenen hätte vermuten können. 
Setzt man 29p aus 61. (13) in die erste der 61. (9), so findet 

man für die zugehörige Normalspannung — , und dieser 

Wert gilt für jede der beiden zueinander senkrechten Schnitt- 
ebenen, auf denen r' zum Maximum oder Minimum wird. Nur 
wenn 0^3. =* — «^^ ist, wird diese Normalspannung zu Null. 
Aus 61. (13) folgt 

sm2flp = + - — - — - : cos2qp s= -|- --~ • 

und wenn man diese Werte in die zweite der Gleichungen (9) 
einsetzt, erhält man 

'''■i'S ° ± = V^'^^J^T^^- (14) 

Die beiden Werte r max und r'min unterscheiden sich also 
nur durch das Vorzeichen voneinander. Dieses Ergebnis ist, 
soweit es sich um die absoluten 6rößen handelt, selbstver- 
ständlich nach dem in den 6leichungen (4) ausgesprochenen 
Satze über die 61eichheit der in senkrechten Schnittflächen 
einander zugeordneten Schubspannungen. Die Vorzeichen da- 
gegen sind in 61eichung (14) gleichgültig, da sie nur durch 
die willkürliche Festsetzung darüber bedingt sind, in welcher 
Richtung r' als positiv gerechnet werden sollte. 
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§ 7. Der einachsige Spannungszustand. 

Setzt mau beim ebenen Spannungszustande eine der Haupt- 
spannungen gleich Null; so gelangt man auf den einachsigen 
oder linearen Spannongszustand; der z. B. bei der in § 3 be- 
sprochenen Zugstange unter den dort angegebenen Voraus- 
setzungen auftritt. Man nehme etwa an^ daß die Koordinaten- 
achsen schon von vornherein in die Hauptrichtungen gelegt 
gewesen seien, setze also r = und, um auf den einachsigen 
Spannungszustand zu kommen, außerdem noch 6^ = 0. Die 
Gleichungen (9) gehen dann über in 



, 1 — cos 2 CD . 9 

6 ^6^ 2 — ^ = ö^smV 



(15) 



2 

Wir merken uns für diesen Fall, daß nach der zweiten 
der Gleichungen (15) bei ihm die größte Schubspaunung halb 
so groß ist als die Zug- oder Druckspannung in der Haupt- 
richtung. 

Den ebenen Spannungszustand kann man sich durch das Zu- 
sammenwirken von zwei einachsigen Spannungszuständen hervorge- 
bracht denken, deren Hauptrichtungen rechtwinklig zueinander stehen. 
Ebenso kann auch, wie in Band V" näher besprochen werden wird, 
der allgemeinste Spannungszustand auf drei rechtwinklig zueinander 
stehende einfache Zug- oder Druckbeanspruchungen, also auf drei 
nebeneinander auftretende einachsige Spannungszustände zurückge- 
führt werden. 

§ 8. Der Spannungskreis. 

Zur Veranschaulichung der durch die Formeln in § 6 aus- 
gesprochenen Eigenschaften des ebenen Spannungszustandes 
bedient man sich mit Vorteil der von Mohr angegebenen 
graphischen Darstellung durch den Spannungskreis. Denkt 
man sich die Koordinatenachsen in die beiden Hauptrichtungen 
gelegt, «etzt also r = 0, so daß ö^ und 6^ die Hauptspannungen 
bedeuten, so gehen die Gleichungen (9) über in 



^ ^x'\' ^y i ^y — ^x o 
6 ==-^-^+-2 COS 2 9) 

f ^x — ^y • c% 
X == --- - SlUZ^. 



(16) 
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Man trage auf einer Abszissenachse in Abb. 6 vom Ur- 
spruDge aus die beiden Hauptspannungen 6^ = OB und 
6^==^ Oä ab und schlage über AB als Durchmesser einen 
Kreis. Zieht man dann vom Mittelpunkt M aus den Halb- 
messer MC, der den Winkel 2^ mit der Abszissenachse ein- 
schließt, so gibt, wie ein Vergleich der Figur mit den Glei- 
chungen (16) sofort erkennen läßt, die Abszisse des Punktes G 
die Normalspannung ö' und die Ordinate die Schubspannung r' 
für eine Schnittrichtung an, die den Winkel g) mit der Rich- 
tung der Hauptspannung 6^ bildet. Der Mittelpunkt M des 

Spannungski-eises hat nämlich die Abszisse ^"T ^ , und der 



Radius ist gleich 



tf, — tfy 

— — — — ■ I 

2 



Hieraus folgt auch, daß die in diesem 



Schnitt übertragene, aus ö' und r' resultierende Gesamtspan- 
nung Q der Größe nach durch die Verbindungslinie OC dar- 
gestellt wird und daß sie mit der Nor- 
malen zur Schnittfläche einen Winkel 
einschließt, der dem Winkel COM in 
der Abbildung gleich ist. 

In der Abbildung war angenom- 
men, daß beide Hauptspannungen Zug- 
spannungen seien und unter 6^ die 
größere von beiden verstanden. Sollte 
6^ eine Druckspannung sein, so ist OA 
von aus nach links hin abzutragen; 
ebenso sind beide nach links abzutra- 
gen, wenn auch noch 6^ eine Druckspannung (und zwar in 
diesem Falle die dem Absolutbetrage nach kleinere von beiden) 
ist. Im übrigen ändert sich dadurch an der gewählten Dar- 
stellung nichts. 

Sind für irgend zwei zueinander senkrecht stehende Schnitt- 
richtungen die Spannungskomponenten 6 6 und r beliebig ge- 
geben, so läßt sich nach diesen Angaben der Spannungskreis 
konstruieren, womit man sowohl die Hauptrichtungen des 
Spannungszustandes als die dazu gehörigen Hauptspannungen 




Abb. 6. 
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O 




Abb. 7. 



findet. In Abb. 7 ist dies ausgeführt. Man trägt auf der 6- 
Achse die gegebenen Werte von <J^ =» OF und 6^^ OD ab 
und senkrecht dazu den Wert von r «= DJS = -FG. Man muß 

nur beachten, daß FG und 
DE nach entgegengesetzten 

Richtungen aufzutragen 
sind. Die Verbindungslinie 
von E und G schneidet die 
(T-Achse im Mittelpunkte M 
des SpannungskreiseSy der 
hierauf gezogen werden 
kann. Die Strecken OS 
und OJ geben die Haupt- 
spannungen an und die 
Winkel OME und OMG 
sind doppelt so groß wie 
die Winkel zwischen den Schnittrichtungen, zu denen ö^ und 
6^ gehören, und den Hauptrichtungen. 

§ 9. Die reine Sohubbeanspruchung. 

Ein besonderer Spannungszustand, mit dem man häufig 
zu tun hat, wird dadurch gekennzeichnet, daß man einen kleinen 
Würfel abgrenzen kann, an dem auf vier Seitenflächen aus- 
schließlich Schubspannungen senk- 
recht zur Z-Richtung vorkommen, 
während die beiden zur 2rAchse 
senkrechten Seitenflächen ohne 
Spannung sind (Abb. 8). Dieser 
als der Fall der reinen Schub - 
beanspruchung bezeichnete Span- 
nungszustand ist zunächst ein ebener 
und daher in den allgemeinen For- 
meln von § 6 mit enthalten. Man 
kommt auf ihn, wenn man die beiden Hauptspannungen gleich 
groß und von entgegengesetztem Vorzeichen wählt. Die Haupt- 
richtungen des Spannungszustandes fallen mit den Diagonal- 




Abb. 8. 
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ebenen des Würfels, die durch die Z-Richtung gelegt werden 
können, zusammen, und die Schubspannung auf der Würfelseite 
ist ebenso groß als jede der beiden Hauptspannungen. 

Diese Behauptungen folgen auch, ohne daß man auf die 
Formeln von § 6 zurückzugreifen braucht, sehr einfach aus 
dem Mohrschen Spannungskreise, dessen Mittelpunkt in diesem 
Falle mit dem Ursprünge in Abb. 6 oder 7 zusammenfallt. 

Aufgaben. 

1, Aufgabe. Leite die den Gleicfiungen (5) entsprechenden 
Gleichgewichtsbedingwigen für das ebene Problem ab! 

Lösung. Streicht man die nach den Gleichungen (8) beim 
ebenen Probleme wegfallenden Spannungen aus den Gleichungen (5), 
so gibt die letzte Z = 0, d. h. dieser Spannungszustand ist nur 
möglich, wenn die äußere Kraft senkrecht zu der als Z-Achse be- 
zeichneten Richtung steht (oder wenn die äußere Ejraft überhaupt 
verschwindet), und die beiden ersten Gleichungen, liefern 

Grenzt man ein rechtwinkliges Parallelepiped ab, von dem eine 
Kantenrichtung mit der Z-ßichtung zusanmienfällt, und trägt die 
beim ebenen Spannungszustande daran angreifenden Spannungen 
ein, so kann man die vorstehenden Gleichungen auch unmittelbar 
aus der Figur ablesen; es wird empfohlen, dies auszufahren. 

J2. Aufgabe, Ai4S den Gleichungen (6) ist der Wert der Nor- 
malkamponenien a^ der spezifischen Spannung p^ eu ermitteln! 

Lösung, Anstatt die Spannung p^ selbst auf die Normale n 
zu projizieren, kann man, um a^ zu erhalten, auch ihre drei Kom- 
ponenten nach den Koordinatenachsen auf n projizieren und aus den 
Projektionen die algebraische Summe nehmen. Dies liefert 

^n ^ i>nx<5os(«ir) +jp«yCos(«y) +Pn,cos {ng\ 

oder nach Einsetzen der Werte aus den Gleichungen (6) 

^n ^ ^co8*(wä;) + (yyC0s*(wy) + 6^Q0^^{nz) + 2T^yCos(wa;)co8(»y) 

+ 2T^,cos(wa;)cos(w;2^) + 2Ty,cos(«y)cos(«jef). 

3. Aufgabe, Eine Welle, die gleichzeitig auf Biegtmg und a/uf 
Verdrehen beansprucht wird, erfahre an der gefährlichsten Stelle eine 

FOppl, Fettigkeitslehre. 6. Anil. 8 
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Biegwngs^aimung rechtmnUig zum Querschnitte van der Größe 300 atm 
u/nd eine Schübspanntmg infolge der Verdrehung von 400 aJbm, Wie 
groß ist a'max wwdl r'max? 

Lösung. Der Spannungszustand ist ein ebener. Die Richtung 
der Stabachse wähle man zur Richtung der X-Achse, die F-Achse 
lege man in die Richtung der Schubspannung im Querschnitte. Dann 
ist tf^ = 300, T = 400 und tf^ « in die Gleichungen (12) und (14) 
einzusetzen. Man erhält d max = + 577,2 atm, d'^j^ = — 277,2 atm, 
t'max =* 427,2 atm. 



Zweiter Abschnitt, 

Elastische Formänderims. Beanspriieliaiig des Materials. 

§ 10. Daz Elastizitätsgesetz. 

Die im vorigen Abschnitte aufgestellten Gleichgewichts- 
bedingongen zwischen den Spannungskomponenten und alle 
daraus gezogenen Folgerungen gelten für jeden Körper^ gleich- 
gültig wie er sich im übrigen verhalten mag, also z. B. auch 
für einen Sandhaufen, für einen Tonklumpen, für Metalle und 
Steine, selbst für Flüssigkeiten und Gase. Die dort gefundenen 
Beziehungen genügen aber nicht, um den Spannungszustand 
zu berechnen, der unter gegebenen Umständen eintreten muß. 
Wir fanden nämlich, daß zur vollständigen Beschreibung des 
Spannungszustandes sechs Spannungskomponenten 6^^ 6^ 6^, 
T^y, r^„ Ty^ angegeben werden müssen, während zwischen diesen 
und den äußeren Kräften X, F, Z nur die drei Gleichungen (5) 
bestehei]. Der Spannungszustand ist daher in allen Fallen 
statisch unbestimmt im Sinne von § 1. Man muß, um ihn zu 
bestimmen, auf den Zusammenhang zwischen den Spannungs- 
komponenten und den Formänderungen eingehen. 

Was man damit bezweckt, ist leicht einzusehen. Um die 
Formänderung eines Körpers zu beschreiben, genügt es, für 
jeden Punkt des Körpers drei Zahlenwerte anzugeben. Die 
Gestaltänderung ist nämlich voUständig bestimmt, wenn man 
für jeden Punkt angibt, um wieviel er sich in den Richtungen 
von drei Koordinatenachsen verschoben hat. Kennt man also 
den Zusammenhang zwischen Gestaltänderung und Spannungs- 
zustand, so lassen sich die sechs unbekannten Größen, durcb 
die der Spannungszustand gekennzeichnet ist, auf drei unbe- 
kannte Größen, die die Gestaltänderuug beschreiben, zurück- 
führen. 

3* 
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Man erkennt auch, wie wichtig es ist, die Zahl der un- 
bekannten Größen gerade auf drei vermindern zu können, wenn 
man sich erinnert, daß zwischen den Spannungskomponenten 
an jeder Stelle die drei Gleichungen (6) erfüllt sind. Sobald 
man die Spannungskomponenten in den drei Yerschiebungs- 
komponenten, die die Gestaltänderung beschreiben, ausgedrückt 
uiid diese Werte in die Gleichungen (5) eingesetzt hat, stehien 
uns ebenso viele Gleichungen als Unbekannte zu Gebote. Mit 
der Lösung dieser Gleichungen wird auch der Spannungszustand 
bekannt. Freilich macht die wirkliche Auflösung gewöhnlich 
unüberwindliche Schwierigkeiten; auf jeden Fall ist aber der 
Nachweis von Wert, daß die Ausbildung des Spannungsza- 
Standes durch die in den Gleichungen (5) und in dem Elasti- 
zitätsgesetze ausgesprochenen Bedingungen schon vollständig 
geregelt ist, daß jede Unbestimmtheit aufhört und daß wir 
daher nicht nötig haben, nach neuen Naturgesetzen zu suchen, 
die uns bisher entgangen wären. 

Der Zusammenhang zwischen Formänderung und Span- 
nungszustand ist verschieden für verschiedene Körper; er kann 
nur durch die Erfahrung gefunden werden. Man gewinnt diese 
Erfahrung, indem man an Versuchskörpem die Formänderun- 
gen mißt, die durch abgewogene Belastungen hervorgebracht 
werden, dabei den Einfluß feststellt, den die Abmessungen des 
Probestücks auf den Zusammenhang zwischen Formänderung 
und Belastung haben und so zu einem Schlüsse darüber ge- 
langt, welche Formänderungen bei einem unendlich kleinen 
Parallelepiped, auf dessen Oberfläche gegebene Kräfte wirken, 
zu erwarten sind. Erst nachdem man die Messungsergebnisse 
bis zu diesem Schlüsse hin verarbeitet hat, ist die Grundlage 
gewonnen, auf der sich alle weiteren Untersuchungen der Festig- 
keitslehre aufbauen müssen. 

Einer der häufigst vorgenommenen Versuche dieser Art besteht 
darin, daß man einen Eisenstab von rundem Querschnitte mit etwa 
20 bis 25 mm Durchmesser und gegen 300 mm Länge, der an beiden 
Enden mit Köpfen versehen ist, in eine Festigkeitsmaschine einspannt 
imd ihn einer allmählich anwachsenden Zugbelastung unterwirft. Zu- 
gleich mißt man die Dehnung, die eine in der Mitte des Stabes ge- 
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legene Meßstrecke von 100 bis 150 mm Länge erfährt. Aniänglich 
sind diese Dehnungen zu klein, um sie mit dem Zirkel abmessen zu 
können. Man muß sich daher einer Feinmeß Vorrichtung bedienen. 
Bauschinger hat für diesen Zweck einen Spiegelapparat konstruiert, 
mit dessen Hilfe man die Längenänderungen der Meßstrecke bis auf 
etwa Vioooo ^^^^"^ genau beobachten kann. Abb. 9 zeigt die Anordnung 
dieses Gerätes in schematischer Darstellung. 8 ist der Stab, an dem 
von zwei Seiten her bei Ä zwei etwas federnde Stangen F festge- 
klemmt werden, während die freien Enden von 2^ mit geringem Drucke 
an zwei Hartgummiröllchen R anliegen. Diese Röllchen sind auf 
Spitzen in einem Eahmen gelagert, der an das andere Ende der Meß- 
strecke bei B festgeklemmt, in der Zeichnung aber fortgelassen ist. 
Wenn der Stab gezogen wird, ver- 
längert sich die Meßstrecke A B und F R 
die Federn J?' setzen dabei die Roll- F h , ^ D 
chen R in Drehung. Mit jedem Roll- ^^4 R^B 
eben ist ein Spiegel fest verbunden, Abb. 9. 
der in der Zeichnung ebenfalls weg- 
gelassen ist. Auf jeden Spiegel ist ein Ferm-ohr mit Fadenkreuz ge- 
richtet, das in etwa 1500 bis 2000 mm Entfernung von dem Spiegel 
aufgestellt ist. Am Gestelle der Femrohre wird ein Maßstab befestigt, 
dessen Bild man im Spiegel beobachtet. Sobald sich der Spiegel ein 
wenig dreht, verschiebt sich das Bild des Maßstabes gegen das Faden- 
kreuz im Femrohre, und man sieht leicht ein, wie man aus der Größe 
der abgelesenen Verschiebung auf die Drehung des Spiegels und daher 
auf die Verlängerung der Meßstrecke schließen kann. Wesentlich ist 
bei dieser Einrichtung, daß zwei Spiegel verwendet werden. Beide 
drehen sich n&mlich, wie man aus der Abbildung erkennt, in entgegen- 
gesetzten Richtungen und im allgemeinen um gleiche Beträge. Es kann 
aber leicht vorkommen, daß bei der Ausfährung des Versuchs sich auch 
der Stab im ganzen etwas dreht, indem sich etwa die Anlage des Sta- 
bes an den Köpfen etwas ändert oder auch infolge von Verschiebungen 
oder Formänderungen der Teile der Festigkeitsmaschine selbst, Wenn 
man nur einen Spiegel verwendete, würde diese Drehung des ganzen 
Stabes zu unrichtigen Schlüssen über die Längenänderung der Meß- 
strecke verleiten. Bei zwei Spiegeln wird dagegen infolge einer sol- 
chen Drehung die Ablesung des einen Spiegels um ebensoviel vergrößert 
als die andere verkleinert wird, und das Mittel aus beiden Ablesungen 
gibt daher don wahren Betrag der Längenänderung der Meßstrecke an. 
Auf dieselbe Art kann man auch die Verkürzung eines Probe- 
stückes beobachten, daß einer Druckbelastung unterworfen wird; auf 
andere Versuchsanordnungen, die ähnlichen Zwecken dienen, kann 
hier nicht eingegangen werden. 
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Bei einem Flußeisenstabe, der einem solchen Versuche 
unterworfen wird, zeigt sich, daB die Längenänderungen in 
demselben Verhältnisse anwachsen wie die Belastungen, so- 
lange diese nicht zu groß sind. Außerdem findet man, daß 
die Meßatrecke nach Entfernung der Belastung genau wieder 
die ursprüngliche Länge annimmt. Ebenso verhalten sich 
Probekörper aus Stahl und auch solche aus Holz. Andere 
Stoffe dagegen zeigen ein abweichendes Verhalten. 

Die Eigenschaft des Stoffes, die wir bei solchen Versuchen 
feststellen, wird als Elastizität bezeichnet. Da die Bezeich- 
nung „elastisch*^, namentlich wenn ein Gradunterschied (mehr 
oder wenig elastisch) ausgedrückt werden soll, in verschiedener 
Bedeutung gebraucht wird, gebe ich zunächst den Sinn, den 
ich selbst mit dieser Bezeichnung verbinde, durch die folgen- 
den Sätze an: 

1. Elastizität ist allgemein die Fähigkeit eines Körpers, Form- 
änderungsarbeit in umkehrbarer Weise aufzuspeichern. 

2. Vollkommen elastisch verhält sich ein Körper bei einem 
gewissen Vorgange, wenn man die ihm durch äußere Kräfte 
zugeführte Formänderungsarbeit vollständig wieder in Form 
von mechanischer Energie aus ihm zurückgewinnen kann. 

3. Der Grad der Elastizität eines nicht vollkommen elasti- 
schen Körpers wird durch das Verhältnis der in umkehr- 
barer Weise aufgespeicherten zu der gesamten ihm bei dem 
betrachteten Vorgange durch die äußeren Kräfte zugeführten 
Energie bestimmt. 

4. Kein Körper ist gegenüber allen Vorgängen, denen man ihn 
unterwerfen kann, vollkommen elastisch; ist er es bis zu 
einer gewissen Grenze hin und darüber hinaus nicht mehr, 
so wird diese Grenze als Elastizitätsgrenze bezeichnet 
(Abkürzung für die ausführlichere Bezeichnung „Grenze der 
vollkommenen Elastizität"). 

5. Die Elastizitätsgrenze ist nicht zu verwechseln mit der Pro- 
portionalitätsgrenze, die nur bei solchen Körpern in 
Betracht kommt, für die innerhalb eines gewissen Bereiches 
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das Hookesclie Gesetz der Yerhältnisgleichfaeit zwischen 

Spannung und Formänderung gültig ist. 
Diese Festsetzungen über den Wortgebrauch gründen sich 
auf den Begriff der Formänderungsarbeit. Darunter ist die 
Arbeit zu yerstehen^ die von den äußeren Kräften an dem 
Probestücke geleistet werden muß^ um es in den gespannten 
Zustand zu yersetzen. Bei dem Zugversuche, Yon dem vorher 
die Rede war, ist die Formänderungsarbeit, die zu einem ge- 
gebenen Spannungszustande gehört, gleich dem Mittelwerte des 
Ton der Maschine während der Verlängerung ausgeübten Zuges; 
multipliziert mit der erreichten Dehnung, oder in Zeichen 



A ^fPdx, (17) 



wenn die Zugkraft mit P, die Dehnung mit x und die Form- 
änderungsarbeit mit Ä bezeichnet wird. 

„Umkehrbar" wird im ersten Satze, wie in allen Teilen 
der Physik^ ein solcher Vorgang genannt, der auch in entgegen- 
gesetzter Richtung unter sonst gleichen Bedingungen durch- 
laufen werden kann. Die Umkehrung des Dehnungsvorganges 
bildet die Zusammenziehung des Probestabes beim Abnehmen 
der Belastung. Damit die Formänderungsarbeit umkehrbar 
aufgespeichert sei, muß der Stab bei allmählichem Abtragen 
der Belastung dieselbe Arbeit wieder nach außenhin abgeben, 
die ihm zuerst zugeführt vnirde. Damit dies auch bei jedem 
Zwischenzustande zutreffe, muß dÄ = Pdx von derselben Größe 
bei der Belastung wie bei der Entlastung sein. Mit anderen 
Worten heißt dies auch, daß jedem gegebenen Zustande eine 
bestimmte Kraft P zugeordnet sein muß, gleichgültig ob dieser 
Zustand dadurch erreicht wird, daß man vom spannungslosen 
Zustande durch allmähliche Steigerung der Belastung zu ihm 
gelangt, oder ob er durch die Verminderung einer vorher auf- 
gebrachten größeren Belastung erreicht wird. 

Hierbei wird vorausgesetzt, daß sich die Formänderung 
langsam vollziehe. Bei schnell erfolgenden Formänderungen 
macht sich noch eine weitere Eigenschaft der festen Körper 
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geltend, die man als ihre innere Reibung bezeichnet. Selbst 
bei geringen Formänderungen, die sich bei hinreichend lang- 
samem Verlaufe als vollkommen elastisch erweisen, wird näm- 
lich bei raschem Wechsel ein von der Geschwindigkeit der 
Änderung abhängiger Bruchteil der zugeführten Formänderungs- 
arbeit nicht mehr in Gestalt von mechanischer Energie auf 
gespeichert oder zurückgewonnen, sondern in Wärme verwan- 
delt oder, wie man sagt, zur Überwindung der inneren Reibung 
verbraucht. Bei fast allen Betrachtungen der Festigkeitslehre 
spielt aber diese noch wenig untersuchte Eigenschaft der festen 
Körper keine Rolle, weil es sich bei ihnen nur um langsam 
erfolgende Formänderungen handelt. Dagegen macht sich bei 
Stoßvorgängen und bei schnellen elastischen Schwingungen der 
Einfluß der inneren Reibung sehr deutlich bemerklich. 

Solange die Belastung des vorher betrachteten Flußeisenstabes 
auf den qcm des Querschnitts nicht über etwa 1800 kg hinausgeht 
(die Grenze liegt bei einzelnen Eisensorten etwas verschieden), erweist 
er sich bei dem Zugversuche als so vollkommen elastisch, als dies 
die Genauigkeit der Messung überhaupt erkennen läßt. Bei gegossenen 
Metallen, namentlich bei Gußeisen, femer bei Steinen, Zementkörpern 
und ähnlichen Stoffen trifft dies anfänglich nicht zu. Beim Abtragen 
der Belastung entspricht einer bestimmten Länge der Meßstrecke eine 
kleinere Kraft als bei dem vorausgegangenen Aufbringen der Last. 
Die zugeführte Formänderungsarbeit wird also nur zum Teile wiedei* 
nach außenhin abgegeben; der Rest dieser Energie hat zur Her- 
stellung einer bleibenden Zustandsänderung gedient, wie man daraus 
erkennt, daß der Stab seine ursprüngliche Länge nicht wieder voll- 
ständig erreicht. 

Sobald man aber die gleiche Belastung öfters aufgebracht und 
wieder entfernt hat, stellt sich auch bei diesen Stoffen nach und nach 
ein gleichbleibendes Verhalten ein, in dem sie sich ebenfalls in dem 
vorher erörterten Sinne als nahezu vollkommen elastisch erweisen. 
Bei den Untersuchungen der Festigkeitslehre ist es in der Regel nicht 
nötig, auf die anfänglichen Erscheinungen Rücksicht zu nehmen, da 
der Spannungszustand, auf dessen Ermittelung es ankommt, nur nach 
dem elastischen Teile der Formänderung, der bei Wegnahme der 
Belastung wieder verschwindet, zu beurteilen ist. 

Auch die Zeit, während der die Belastung getragen wird, ist 
nicht ohne Einfluß auf die Formänderung des Körpers. Bei den 
zuletzt besprochenen Körpern, Steinen usf. vergrößert sich die Form- 
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änderung allmählich noch etwas, wenn man die Belastung längere 
Zeit einwirken läßt, namentlich dann, wenn diese Körper nicht vor- 
her schon in den zuvor erwähnten konstanten Zustand durch mehr- 
maligen Belastungswechsel gebracht sind. Besonders deutlich spricht 
sich der Einfluß der Zeit bei solchen Körpern wie Seile, Eiemen, 
Fäden und Gewebe aus. Auch dann, wenn die Belastung wieder ent- 
fernt wird, nimmt der Körper nicht augenblicklich seine endgültige 
Gestalt an, sondern die Formänderungen dauern manchmal noch 
längere Zeit fort. Zugleich ist das Verhalten des Körpers gegen eine 
neu vorgenommene Belastung abhängig von den Vorgängen, denen 
er vorher unterworfen war, und auch von der Zeit, die seitdem ver- 
strichen ist. Man faßt alle diese Erscheinungen unter der Bezeich- 
nung der elastischen Nachwirkung zusammen. Sorgföltig unter- 
sucht sind diese Nachwirkungen besonders für Seidenfäden, wie sie 
zum Aufhängen von Magneten usw. in physikalischen Instrumenten 
gebraucht werden. Bei den Stoffen, aus denen die Konstruktionen 
der Bau- und Maschineningenieure hergestellt werden, sind sie noch 
wenig erforscht. Zugleich treten sie aber (abgesehen von den zuvor 
erwähnten Treibriemen, Hanfseilen usf.) hier auch nur wenig hervor. 
Jedenfalls sind sie bei allen Stoffen, die auf Grund der vorher be- 
schriebenen Versuche als „vollkommen elastisch" befunden werden, 
ganz belanglos, und es ist daher nicht gebräuchlich und auch nicht 
nötig, in der Festigkeitslehre näher darauf einzugehen. Gewalztes 
Eisen und Stähl zeigen zwar ebenfalls sehr deutliche elastische Nach- 
wirkungen, wenn sie über die Elastizitätsgrenze hinaus belastet 
wurden; in den Konstruktionen vermeidet man solche Beanspru- 
chungen aber fast immer, und man kommt daher praktisch nicht 
leicht in die Lage, sich um die Nachwirkungen kümmern zu müssen. 

Ein Zugversuch und ebenso ein Druckversuch mit Fluß- 
eisen zeigt; wie schon vorher erwähnt^ daß die Läugenände- 
rungen unterhalb der Elastizitätsgrenze den Belastungen pro- 
portional sind. Zugleich fludet man^ daß die Änderung der 
Meßstrecke der ursprünglichen Länge proportional und bei 
gleicher Belastung dem Querschnitte des Versuchsstabes um- 
gekehrt proportional ist. Als bezogene oder spezifische 
Dehnung (oder Verkürzung) wollen wir die Längenänderung 
/Jl geteilt durch die ursprüngliche Länge l bezeichnen und 
dafür stets den Buchstaben a gebrauchen. Diese bezogene 
Dehnung ist von der bezogenen Spannung 6 und dem Materiale 
abhängig, und das Ergebnis des Versuches kann in der Glei- 
chung 
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8 « |, =- a6 (18) 

ausgesprochen werden. Die Eonstante E heißt das Elasti- 
zitätsmodul des Materials, der reziproke Wert davon, a, der 
Dehnungskoeffizient. Die bezogene Dehnung ist als Ver- 
hältnis zweier Längen eine unbenannte Zahl, d. h. sie hat die 
Dimension Null. Daraus folgt, daß E eine Größe von der 
gleichen Art wie 6 sein muß, also eine bezogene Spannung 
bedeutet und etwa in atm (d. h in Kilogrammen auf ein qcm) 
ausgedrückt werden kann. Da € innerhalb der Elastizitäts- 
grenze, d. h. solange die Gleichung gilt, immer nur ein kleiner 
Bruch ist, muß E ein sehr großer Wert sein. Für Schweiß- 
eisen ist E etwa gleich 2000000 atm, für Flußeisen und Stahl 
etwa 2200000 atm, und zwar gleichgültig, ob es sich dabei 
um Zug oder Druck handelt. 

Will man nicht mit den bezogenen Dehnungen und 
Spannungen, sondern mit den ganzen Beträgen rechnen, so 
kann Gl. (18) auch in der Form 

l E EF ^^^) 

ausgesprochen werden, in der P die ganze auf den Querschnitt 
F kommende Kraft bedeutet. 

Nicht alle Stoffe zeigen freilich das durch die Gl. (18) 
oder (19) ausgesprochene elastische Verhalten; auf die Ab- 
weichungen davon werde ich nachher noch zurückkommen. 
Früher, als man von diesen Abweichungen noch nichts wußte, 
sondern annahm, daß bei allen festen Körpern innerhalb ziem- 
lich weiter Grenzen die Längenänderungen den Belastungen 
proportional seien, bezeichnete man das durch jene Gleichungen 
ausgesprochene Gesetz als das Elastizitätsgesetz. Jetzt 
kann aber diese allgemeinere Bezeichnung nicht mehr bei- 
behalten werden; es soll daher das Hookesche Gesetz ge- 
nannt werden, weil es zuerst von dem Physiker Hooke im 
Jahre 1678 in der Form „ut tensio sie vis" aufgestellt wurde. 

Aber auch bei jenen Körpern, die dem Hookeschen Gesetze 
gehorchen, reichen die Formeln (18) und (19) noch nicht aus, 
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um das elastische Verhalten voUstaDdig zu beschreiben. Schon 
beim einachsigen Spannungszastande muß noch eine Ergänzung 
hinzutreten. Die Beobachtung lehrt nämlich^ daß ein auf Zug 
oder Druck beanspruchter Probestab nicht nur in der gleichen 
Richtung eine Längenänderung erfahrt, sondern auch eine von 
entgegengesetztem Vorzeichen in jeder Querrichtung. Der Quer- 
schnitt eines auf Zug beanspruchten Stabes zieht sich zusammen. 
Man bezeichnet diese Erscheinung als die Querkontraktion. 
Bei Druckbelastung erfolgt eine Querdehnung. 

unmittelbare Messungen der Zusammenziehung in der 
Querrichtung sind schwieriger auszuführen^ daher seltener vor- 
genommen und weniger zuverlässig als die der Längsdehnung. 
Nach allem, was darüber bisher bekannt wurde, läßt sich in- 
dessen kaum bezweifeln, daß bei jenen Stoffen, die dem Hooke- 
schen Gesetze f&r die Längsdehnung gehorchen^ auch die Quer- 
dehnungen proportional mit der Hauptspannung in der Längs- 
richtung wachsen. Das Verhältnis zwischen beiden bezogenen 
Längenänderungen ist hiernach eine Eonstante, die in der Folge 

stets mit — bezeichnet werden wird; oder auch mit . wenn 

zugleich das entgegengesetzte Vorzeichen beider Längenände- 
rungen zum Ausdrucke gebracht werden soll. Nach den meisten 
Messungen liegt das Verhältnis zwischen J und ^; für Schmiede- 
eisen und Stahl setzt man gewöhnlich m = 3Yj, das Verhältnis 
also gleich 0,3. Bei Gußeisen ist dagegen m nicht konstant 
und meistens erheblich größer, von 5 bis etwa gegen 9 hinauf; 
Steine verhalten sich anscheinend ähnlich. 

Auf Grund einer Hypothese, die den Spannungszustand 
aus Molekularkräften herzuleiten suchte, hatte Poisson das Ver- 
hältnis zu ~ berechnet. Diese Ziffer wurde aber durch die 
Beobachtung nicht bestätigt; immerhin wird die Verhältnis- 
ziffer so wie sie der Wirklichkeit entspricht, heute noch als 
die Poissonsche Eonstaute bezeichnet. 

Das Hookesche Gesetz reicht ferner auch mit der eben an- 
gegebenen Ergänzung allein nicht aus, den Zusammenhang 
zwischen Formänderung und Spannungszustand im allgemeinsten 
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Falle oder selbst nnr im Falle des ebenen Spannungszustandes 
darzustellen. Das Hookesche Gesetz bezieht sich zunächst nur 
auf den einachsigen Spannungszustand. Es muß daher noch 
eine Ergänzung hinzutreten. Zu diesem Zwecke nimmt man 
an^ daß jede folgende Formänderung^ solange die Elastizitäts- 
grenze nicht überschritten ist, nur von der neu hinzugekomme- 
nen Belastung abhängig ist^ daß also einer Übereinanderlage- 
rung verschiedener Spannungszustände auch eine einfache Zu- 
sammenfügung der zu jedem einzelnen Spannungszustande, für 
sich genommen, gehörigen Formänderungen entspricht. 

Wir wollen jetzt noch die Körper etwas näher ins Auge 
fassen, bei denen das elastische Verhalten nicht mit dem 
Hookeschen Gesetze übereinstimmt. Die Abbildungen 10 und 11 
geben Versuchsergebnisse wieder, die ich bei der Prüfung von 
großen Stäben aus Granit bzw. Sandstein auf Zug und auf 
Druck erhielt. Die Querschnitte der Stäbe waren Rechtecke 
von 20 X 30 cm Seitenlange ; vorausgehende Versuche hatten 
nämlich gezeigt, daß es nötig ist, Abmessungen von solcher 
Größe zu wählen, wahrscheinlich weil bei der Bearbeitung der 
Steine mit den gewöhnlichen Steinmetzwerkzeugen eine Locke- 
rung der oberflächlichen Schichten eintritt, die die Ergebnisse 
bei Probekörpern von kleinerem Querschnitte zu stark beein- 
flußt. Bei großen Querschnitten machen diese Oberflächen- 
schichten im Verhältnisse zur ganzen Querschnittsfläche weniger 
aus. Die Abszissen stellen die beobachteten Dehnungen nach 
rechts hin vom Nullpunkte, die Verkürzungen bei den Druck- 
versuchen nach links hin dar und die Ordinaten geben die zu- 
gehörigen Spannungen an, wobei Zugspannungen nach oben- 
hin, Druckspannungen nach untenhin abgetragen wurden. Ehe 
eine Ablesung erfolgte, wurden die Steine durch wiederholte 
Belastung zuvor in einen konstanten Zustand übergeführt, so 
daß sie sich bei dem Versuche vollkommen elastisch verhielten. 

Auf der Zugseite der Abb. 11, die für den Sandstein gilt, 
ist neben der ausgezogenen Linie noch eine zweite punktiert 
eingetragen. Diese wurde zuerst erhalten und die ausgezogene 
dann, als der Stein nach den ersten Versuchen, durch die er 
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stark auf Zug beansprucht worden war, eine 15 stündige Ruhe- 
pause durchgemacht hatte. Der Unterschied zwischen beiden 
Linien gibt das Maß der elastischen Nachwirkung an. Dieser 
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Abb. 11. Sandstein. 



Unterschied ist hier ziemlich erheblich, offenbar wegen der 
Höhe der vorausgegangenen Zugbelastung, die nicht sehr weit 
von der Bruchbelastung entfernt war. 

Für Körper, die dem Hookeschen Gesetze folgen, gibt eine 
Darstellung dieser Art eine gerade Linie. Bei den Steinen 
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ist aber, wie man sieht, die Kurve S-förmig gekrümmt, an- 
scheinend mit einem Wendepunkte im Urspr nge. Die elasti- 
schen Längenänderungen s wachsen sowohl bei Zug- als bei 
Druckbelastung schneller als die zugehörigen Spannungen. 
Ganz ähnlich verhält sich auch das Gußeisen. 

Um das Elastizitätsgesetz für solche Körper, wie sie hier in 
Frage kommen, durch eine Formel auszusprechen, muß man an Stelle 
von Gl. (18) allgemeiner 

£ SS f(G^ oder mngekehrt <> = qp (e) (20) 

setzen, wo f irgendeine Funktion und <p deren Umkehrung ist, die 
beide hinreichend genau mit jenen Abbildungen übereinstinunen. Der 
Begriff des Elastizitätsmoduls verliert hier seine ursprüngliche Be- 
deutung. Da man aber daran gewöhnt ist, das Verhalten der dem 
Hookeschen Gesetze gehorchenden Körper als das normale zu betrach- 
ten, Gl. (20) oder die Abb. 10 und 11 daher stets mit Gl. (18) bzw. 
mit den geradlinigen Darstellungen zu vergleichen, spricht man in- 
dessen auch bei Steinen von einem Elastizitätsmodul, der nun freilich 
eine neue Definition erhalten muß. Unglücklicherweise gibt es zwei 
ganz voneinander verschiedene Größen, von denen bald die eine, bald 
die andere als Elastizitätsmodul bezeichnet wird, ohne daß man immer 
aus dem Zusanamenhange sofort erkennen könnte, welche von beiden 
eigentlich gemeint ist. 

Differentiiert man nämlich Gl. (20) nach f, so erhält man, wenn 
der Differentialquotient der Fimktion tp durch einen angehängten Ak- 
zent bezeichnet wird, 

f? = <P'(e) (21) 

und der Wert auf der rechten Seite geht für den Fall des Hookeschen 
Gesetzes in den Elastizitätsmodul über. Man überträgt daher häufig 
diese Bezeichnung auch allgemein auf den Differentialquotienten q>^ (s). 
Diese Größe kann auch geometrisch erläutert werden mit Hilfe der 
Richtung einer Tangente, die an die Kurven der Abb. 10 oder 11 im 
Punkte £, a gelegt wird. 

Andererseits findet man aus Gl. (20) auch 

1 = « = f^ . (22) 

Auch dieser Wert geht in den Elastizitätsmodul über, wenn das Hooke- 
sche Gesetz gilt mit demselben Eechte wie vorher kann daher die 
Bedeutung des Wortes „Elastizitätsmodul" dahin verallgemeinert wer- 
den, daß es den Wert des Verhältnisses — angeben soll. Geometrisch 
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wird dieser Wert durch die Bichtimg der Sehne erläutert, die man 
vom Anfangspunkte zum Punkte £, a ziehen kann. Natürlich stimmen 
beide Deutungen des Wortes keineswegs miteinander überein, da die 
Richtung der Sehne von der Richtung der Tangente abweicht. In 
jedem Falle ist übrigens der „Eiastizitätsmodul^^ keine Konstante mehr, 
sondern eine Funktion von a. 

Bei meinen eigenen experimentellen ünersuchungen habe ich 
mich immer dafür entschieden, den Elastizitäsmodul im Sinne von 

61. (22) zu gebrauchen, also das Verhältnis — danmter zu verstehen. 

Dies geschah, weil man auf diese Weise unmittelbar von der Form- 
änderung auf die Spannung umrechnen kann oder umgekehrt, und 
weil dies der Hauptgebrauch ist, den man von dem Elastizitätsmodul 
zu machen hat. Natürlich muß jeder Angabe des Elastizitätsmoduls 
hinzugefügt werden, auf welche Spannungsgrenzen sie sich bezieht. 
Für sehr kleine Werte von a und e decken sich übrigens beide 
Definitionen hinreichend genau, um die eine durch die andere ersetzen 
zu können. Man kann auch geradezu den Elastizitätsmodul als den Wert 

definieren und erhält dann wieder ein Eonstante. Bei manchen Er- 
scheinungen, die man in der Elastizitätslehre untersucht, z. B. bei den 
Schallschwingungen^ kommen nur kleine Formänderungen und Span- 
nungen in Betracht, und in solchen Fällen kann man mit Vorteil von 
der Definition in Gleichung (28) Gebrauch machen. Außerdem kann 
man auch durch Versuche über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des Schalles in festen Körpern den durch Gl. (23) definierten Wert 
von E direkt bestimmen. 

Für manche Zwecke ist es nützlich, fär die Funktionen f oder 
(p in Gl. (20) aus den Versuchsergebnissen eine analytische Form ab- 
zuleiten, die sich ihnen hinlänglich genau anschließt. Das ist schon 
in sehr verschiedener Weise geschehen. Ich halte mich hier nicht 
mit einer Aufzählung der einzelnen hierzu vorgeschlagenen Formeln 
auf, sondern verweise den Leser, der sich näher darüber unterrichten 
will, auf einen Aufsatz von Prof. Mehmke in der Zeitschr. f. Math, 
u. Physik, 1897, S. 327. 

Für Gußeisen und Steine hat sich bisher am besten die zwar 
schon früher bekannte, aber erst durch die Arbeiten der Herren v. Bach 
und Schule gut bestätigte und dadurch in allgemeinere Aufnahme ge- 
brachte sogenannte Potenz formel bewährt. In dieser Formel wird 

e « «<?'" (24) 

gesetzt, worin a und m Konstanten bedeuten, die für jedes einzelne 



48 Zweiter Abschnitt. Elast. Formändemng. Beanspruch, des Materials 

Material gesondert aus den Versuchsergebnissen berechnet werden 
mfissen. Als Beispiel erwähne ich, daß Herr Schale für eine bestimmte 
Gußeisensorte, von der ich Elastizitätsmessungen veröffentlicht hatte, 
auf Grund der Yersuchsziffem nachträglich für die Zugelastizitat 

^ = 266^ und m « 1,147 
und für die Druckelastizität 

" = 2661000 »1^^ ♦» = 1'133 

ermittelt hat. Es zeigte sich in der Tat, daß die Potenzformel bei 
Einsetzung dieser Werte in recht guter Übereinstimmung mit den 
Yersuchsziffem stand. 

So wie die Potenzformel gewöhnlich angeschrieben wird, ist sie 
freilich nicht homogen in den Dimensionen. Man kann diesem Mangel 
aber leicht abhelfen, indem man an Stelle von Gl. (24) 



«ö" («) 



setzt, worin <>q eine neue Konstante bedeutet, die nur bei den bis- 
herigen Anwendungen stillschweigend gleich 1 atm gesetzt wurde. 
Daraus geht hervor, daß auch a in Gl. (24) in atm auszudrücken ist, 
und daß a und m absolute Zahlen sind. Will man die Formel auf 
ein anderes System umrechnen, so muß man sie zunächst durch 
Gl. (25) ersetzen und dann darin 6q =^ 1 atm durch den entsprechen- 
den Spannungswert in dem anderen Maßsysteme ausdrücken. Dann 
kann sie zwar wieder auf die Form von Gl. (24) gebracht werden; 
die Zahl a nimmt dabei aber einen anderen Wert an. 

Übrigens handelt es sich bei der Potenzformel nicht um ein streng 
gültiges Naturgesetz, sondern nur um eine brauchbare Intei-polations- 
formel. Man darf daher auch nicht erwarten, daß alle Folgerungen, 
die sich aus ihr ziehen lassen, z. B. die, daß für unendlich kleine 
Spannungen der Elastizitätsmodul unendlich groß ausfiele, richtig 
wären. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß mit der Aufstellung 
des Potenzgesetzes, selbst wenn es genau zuträfe, noch keine voll- 
ständige Beschreibung des elastischen Verhaltens der betreffenden 
Körper gewonnen wäre. Es müßte vielmehr noch eine ergänzende 
Angabe über die Querkontraktion oder Querdehnung hinzutreten, da 

auch die Poissonsche Verhältniszahl — bei solchen Materialien ver- 

m 

änderlich ist. Und ferner müßte man noch feststellen, welches andere 
Gesetz an die Stelle des Superpositionsgesetzes zu treten hätte^ für 
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den Fall, daß zwei oder drei lineare Spannongszustande mit senkrecht 
zueinander stehenden Hauptrichtungen zusammenwirken, d. h. also 
für den Fall des ebenen oder des allgemeinsten Spannungszustandes. 
Daß nämlich das Superpositionsgesetz nur in Verbindung mit dem 
Hookeschen Gesetze g&ltig sein kann, geht daraus hervor, daß das 
SuperpositioDsgesetz das Hookesche schon als speziellen Fall in sich 
schließt. 

§ 11. Einfache la&ngaspannung und einfache Schnbspannnng. 

Für ein Material, das dem Hookeschen Oesetze gehorcht, 
haben wir nach dem Yorhergehenden einen Zusammenhancr 
zwischen elastischer Formändenmg 
und Spannungszustand, der für die 
beiden einfachsten Fälle hier noch ^ 

einmal übersichtlich angegeben wer- . . i_-_.-. 

den soll. — Für den Fall der ein- '^ dx *1ädjc 

fachen Längsspannung (einachsiger ^^^ "* 

SpannungszusLd)7htein in der Hauptrichtung herausgeschnit- 
tenes unendlich kleines Parallelepiped in die durch punktierte 
Linien in Abb. 12 angedeutete Oestalt über, und mit Bücksicht auf 
die in diese Abbildung eingeschriebenen Bezeichnungen hat man 

^dx -« adx6^ = ^ dx6^y (26j 

oder auch, unter Einführung der bezogenen Dehnung «^, 

Zugleich tritt eine Querverkürzung e^ auf, die nach jeder Quer- 
schnittsrichtung gleich ist und 

*» dy m E ^^•'' 

gesetzt werden kann. 

Wenn sich das Material, wie seither schon stillschweigend überall 
vorausgesetzt wurde, nach allen Richtungen gleich verhält, oder wenn 
es, wie man in diesem Falle sagt, isotrop ist, hat JE7 für jede Längs- 
richtung und m für jede Querrichtung den gleichen Wert. Das ela- 
stische Verhalten des Stoffes wird daher durch diese heiden Eonstan- 
ten vollständig heschriehen. Ein solches Verhalten zeigen nicht alle 
Naturkörper. Ein Kristall verhält sich nach verschiedenen Richtungen 

FOppl, FettigkeitBlehre. 6. Aufl. 4 
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im allgemeinen verschieden. Der Wert von E oder von m hängt hier 
wesentlich von der Lage der Hauptrichtungen des Spannungszustandes 
gegen die kristallographischen Achsen ab. Wer also z. B. die elar 
stischen Eigenschaften des Steinsalzes studieren will, darf sich mit 
dem vorausgehenden einfacheren Ansätze nicht begnügen, sondern 
muß ihn unter Berücksichtigung des genannten ümstandes entsprechend 
verallgemeinern. Im allgemeinsten Falle sind die beiden elastischen 
Eonstanten E und m für die anisotropen Körper, die im übrigen dem 
Hookeschen Gesetze gehorchen, durch 21 voneinander verschiedene 
Eonstanten zu ersetzen. Dadurch werden die Gleichungen der Elasti- 
zitätslehre für solche Körper sehr verwickelt. Wenn aber auch der 
Physiker, der sich mit solchen Fragen beschäftigt, die Erörterung 
dieser uniständlicheren Gleichungen nicht umgehen kann, darf der 
Techniker davon absehen, da die wichtigsten Baustoffe gewöhnlich 
als nahezu isotrop angesehen werden können. Eine Ausnahme macht 
namentlich das Holz. Für Konstruktionsteile aus Holz sind aber in 
der Regel nur ganz einfache Aufgaben zu lösen, die ein tieferes Ein- 
gehen auf diese Unterschiede nicht nötig machen. Überdies ist auch 
das elastische Verhalten des Holzes durch mancherlei zufällige Um- 
stände — durch eingewachsene Äste, den Einfluß des Standortes, die 
Lage des Stabes im Baume usf. — so erheblichen Schwankungen 
unterworfen, daß jede feinere Berechnung, die auf den Unterschied 
der elastischen Eigenschaften nach verschiedenen Eichtungen eingehen 
wollte, gegenstandslos würde. 

Außer den Änderungen der Eantenlängen kann man auch 
die Änderung untersuchen, die das Volumen des unendlich 
kleinen Parallelepipeds bei der einfachen Längsspannung erfährt. 
Die senkrecht zur Papierfläche der Abb. 12 stehende Kante sei 
mit de bezeichnet. Dann entsteht aus dem Volumen dxdyde 
infolge der Formänderung das Volumen 

dx{l + B^dy{\ -f £y)d^(l + O. 

Beim Au9multiplizieren braucht man auf die Produkte der 

€ nicht zu achten, da die e alle sehr kleine Brüche sind, deren 

Produkte neben ihnen selbst nicht in Betracht kommen; man 

erhält daher 

dxdyd8{l + «;, + «y + O- 

Die Summe der drei e gibt daher das Verhältnis der 
Volumenzunahme zum ursprünglichen Volumen an. Wir nennen 
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diese Yerhältniszahl die kubische Ausdehnung und be- 
zeichnen sie mit e, also 

e = «. + f, + e.. (28) 

Diese Betrachtung gilt allgemein. Für den einachsigen 
Spannungszustand erhält man mit Rücksicht auf Ql. (27), und 
da €^ =» €„ ist, 

^ ^ - vr '- " -^E ^'- (29) 

Aus dieser Gleichung läßt sich auch ein Schluß auf die 
Größe ziehen, die man für die Yerhältniszahl m mindestens 
anzunehmen hat. Es läßt sich nämlich nicht erwarten, daß 
das Volumen des Parallelepipeds durch einen Zug vermindert 
würde, also e negativ würde. Mindestens muß daher m^2 
angenommen werden. In diesem FaUe nennen wir den elasti- 
schen Körper inkompressibel oder raumbeständig, denn bei 
jedem beliebigen Spannungszustande bleibt sein Volumen kon- 
stant. In der Tat ist aber, wie schon vorher erwähnt wurde, 
m in der Regel größer; gewöhnlich liegt es zwischen 3 und 4. 

Durch Übereinanderlagerung von zwei oder im allgemein- 
sten Falle von drei einachsigen Spannungszuständen, deren 
Hauptrichtungen senkrecht aufeinander stehen, kann man jeden 
beliebigen anderen Spannungszustand ableiten, und die voraus- 
gehenden Gleichungen genügen daher stets zur Berechnung der 
elastischen Formänderungen isotroper Körper, die dem Super- 
positionsgesetze gehorchen. 

Bezeichnet man beim zweiachsigen Spannungszustande 
die beiden Hauptspannungen mit 6^ und ^ 

6^ (Abb. 13), so erhält man für die drei 
Hauptdehnungen 



'8 






(80) 




Abb. 18. 



Der häufig vorkommende Fall der reinen Schubbean- 
spruchung bedarf noch einer besonderen Besprechung. Auf 

4* 
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die Seitenflächen des in Abb. 14 gezeichneten Parallelepipeds 
mögen nur die Schubspannungen t einwirken. Die Kanten 
erfahren dabei keine Längenänderuugen, dagegen ändern 
sich die Winkel. Die Änderung des ursprünglich rechten 
Winkels sei mit y bezeichnet. Wir denken uns y, wie über- 
haupt alle Winkel, mit denen wir hier zu tun haben, wenn 
nichts anderes gesagt wird, in Bogenmaß ausgemessen, also 
so, daß y eine Yerhältniszahl ist, deren Multiplikation mit 
dem Radius den zugehörigen Bogen liefert. Da die elastischen. 
Formänderungen als sehr klein angesehen werden können, ist 

y ein sehr kleiner echter Bruch. Der 
Kosinus eines sehr kleinen Winkels 
weicht nur um eine Größe höherer Ord- 
nung von der Einheit ab; wir können 
^ daher die Ponnändeniiig auch so be- 
schreiben, daß sich die obere Seite des 
^^^ j^ Rechtecks der Abb. 14 längs ihrer Rich- 

tungslinie yerschiebt. So ist die Figur 
auch in der Tat gezeichnet, obschon in ihr der Winkel y der 
Deutlichkeit wegen gi-ößer angenommen werden mußte. Wenn 
der Winkel y diese Größe wirklich erreichte, müßte man auch 
darauf achten, daß sich die obere Rechteckseite etwas senkte. 
So aber kommt diese Senkung nicht in Betracht, und wir können 
daher sagen, daß sich bis auf Größen höherer Ordnung genau das 
Volumen des Parallelepipeds bei der reinen Schubbeanspruchung 
nicht ändert. 

Wenn das Superpositionsgesetz gilt, ist die Formänderung 
der Spannung proportional, und wir können daher 

y-/Jr-i (31) 

setzen. Hier tritt eine neue elastische Konstante des Materials 
Q auf. Sie heißt der Schubelastizitätsmodul, ihr rezi- 
proker Wert ß der Schiebungskoeffizient. Aus Gl. (31), 
in der y eine absolute Zahl ist, erkennt man, daß Q eine 
Größe von derselben Art wie t ist. Der Schubelastizitäts- 
modul hat daher ebenso wie der Zugelastizitätsmodul die 



§11. Einfache Längsspannung und einfache Schubipannnng 53 



a-t-j^co- 



DimensioBen einer bezogenea Spannung und ist in atm oder 
in Kilogrammen auf 1 qcm anzugeben. Der numerische Wert 
von G muß ebenfalls, wie 61. (31) lehrt, ein sehr beträcht- 
licher sein. Deshalb rechnet man besser mit ihm als mit 
seinem reziproken Werte ß, dem Schiebungskoeffizienten, der 
immer ein sehr kleiner Bruch ist und daher unbequem anzu- 
schreiben ist^ wenn man in den üblichen Einheiten rechnet. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt schon, daß 
G durch die Werte von E und w, die für sich schon ge- 
nügen, das elastische Verhalten eines isotropen Materials voll- 
standig zu beschreiben, mitbestimmt sein muß. Wir wollen jetzt 
die Gleichung ableiten, die diesen Zusammenhang ausspricht. 

Dazu erinnern wir uns, daß nach den Untersuchungen in § 9 
der Fall der „reinen Schubspannung'' einem ebenen Spannungs- 
zustande entspricht, dessen Hauptspannungen in Schnittrich- 
fcungen auftreten, die Winkel von 45® mit der Schnittrichtung 
der Schubspannung bilden. Beide Hauptspaunungen sind der 
Schubspannung der Größe nach gleich; 
die eine ist eine Zug-, die andere eine 
Druckspannung. 

Wir denken uns nun einen Würfel 
in den Richtungen der Hauptspannungen -^^^ 
herausgeschnitten. Die zur Z-Achse senk- 
rechte Ansichtsfläche des Würfels geht 
unter dem Einflüsse dieser Hauptspannungen in ein Rechteck 
über, das in Abb. 15 gezeichnet ist. Mit ^a ist die elastische 
Änderung der Würfelkante a bezeichnet. Längs der Diagonal- 
ebenen des Würfels tritt die Schubspannung r auf, und die 
Änderung des Winkels zwischen den Diagonalen kann entweder 
mit r in Beziehung gebracht und nach Gl. (31) festgestellt oder 
aus den Änderungen der Seitenlängen berechnet werden. Die 
Gleichsetzung der beiden auf diesen Wegen gefundenen Aus- 
drücke liefert die gesuchte Beziehung zwischen den elastischen 
Konstanten. 

Wenn nur die eine Hauptspannung vorhanden wäre, könnte 
man das von ihr bewirkte ^a nach Gl. (26) sofort berechnen*, 
man erhielte 




a-^a 



Abb. 15. 
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da <^2 » r zu setzen ist. Dazu kommt aber noch die Quer- 
dehnung, die yon der anderen Hauptspannung herrührt, und 

die A des Torigen Betrages ausmacht. Ln ganzen ist also 

Wenn die Winkel zwischen den Diagonalen um y von 
einem Rechten abweichen, unterscheidet sich der Winkel 

zwischen einer Diagonale und einer Seite um ^ yon einem 

halben Rechten. Diese Größenbezeichnung ist auch in die 
Abbildung eingetragen. Man hat jetzt 



^\4 ^2/ o 



oder, wenn man die Tangente der Winkelsumme nach einer 
bekannten goniometrischen Formel entwickelt und dabei für 

tgl^ den Winkel \ selbst einsetzt, was zulässig ist, weil der 

Winkel nur sehr wenig von Null abweicht, auch 

y 

y a — ^a '^ 

"~ 2 

woraus sofort 

c.Aa 2(wi4-l) 
' a mE 

folgt Andererseits ist aber nach Gl. (31) auch 
und der Vergleich beider Werte liefert 

^-2(j;^i)^ (32) 

Für w - 4 wird G = 0,4JE; und für w = 3 wird G = |E, 
was hier noch besonders angemerkt werden mag. 

Die Messung des Schabelastizitätsmoduls durch einen unmittel- 
baren Versuch ist nicht wohl ausführbar. Man kann ihn aber, wie 
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wir später sehen werden, aus Torsionsversuchen berechnen. Der so 
gefundene Wert stimmt nicht immer gut mit GL (32) überein. 
Andererseits ist aber Gl. (32) aus einer Betrachtung gefunden, die 
fOr ein isotropes Material, das dem Superpositionsgesetze allgemein 
gehorcht, unbedingt gültig sein muß. Abweichende Ergebnisse von 
Torsionsyersuchen müssen daher notwendig — soweit sie nicht von 
Messongsfehlem herrühren — entweder dadurch bedingt sein, daß 
dajB untersuchte Material jenem Elastizitätsgesetze nicht gehorcht 
oder daß die zur Berechnung aus dem Torsionsyersuche angewendete 
Formel unrichtig ist. In den meisten Fällen wird man die Abweichung 
darauf zurückzuführen haben, daß die Voraussetzung der Isotropie 
nicht genügend erfüllt ist. 



§ 12. Elastisohe Dehnungen in verschiedenen Biohtnngen. 

Wir denken uns im ursprünglichen Zustande des Körpers 
eine unendlich kleine Kugel aus ihm abgegrenzt. Nehmen wir 
zunächst an^ daß der Körper hierauf einem einachsigen Spannungs- 
zustande unterworfen wird, so muß diese Kugel in ein Rota- 
tionsellipsoid übergehen. Denn bezeichnen wir die Koordinaten 
eines Punktes der Kugel mit x^yjZ und legen die X-Achse in 
die Hauptrichtung, so wird jedes x nach 61. (26) in demselben 
Verhältnisse vergrößert und jedes y und b nimmt ab in einem 

Verhältnisse; das — des vorigen beträgt, wenn wir uns 6^ po- 
sitiv denken. Drücken wir hiernach die ursprünglichen Werte 
von x^y^z in den geänderten aus und setzen sie in die Kugel- 
gleichung ein, so geht diese in die Gleichung eines Ellipsoides 

über. Wenn zwei oder drei zueinander rechtwinklige lineare 
Spannungszustände übereinander gelagert werden, wodurch wir 

zu den allgemeineren Fällen aufsteigen, ändert sich immer 
noch jedes x in demselben Verhältnisse, jedes y in einem an- 
deren konstanten Verhältnisse und jedes in einem dritten.« 
Daraus schließen wir wie vorher, daß die Kugel in ein Ellipsoid, 
und zwar jetzt in ein dreiachsiges übergegangen ist. Femer 
folgt daraus auch, daß die größten oder kleinsten Werte der 
bezogenen Längenänderungen in den Hauptrichtungen des Span- 
nungszustandes auftreten. Man bezeichnet diese Dehnungen 
auch als die Hauptdehnungen. 
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Für den Fall des ebenen Spannungszustandes soll die Dehnung 
in einer beliebigen Richtung, die in der XF- Ebene enthalten ist, 
noch näher berechnet werden. Die Koordinatenachsen sollen mit 

den Hauptrichtungen zusammenfallen. Ein in 
der Ebene des Spannungszustandes enthaltenes 
Bechteck geht in ein anderes über, das in 
Abb. 16 durch gestrichelte Linien angegeben 
ist. Wir berechnen die kleine elastische Ände- 
rung Jds der Diagonale ds, die den Winkel 9 
mit der X-Achse bildet. Zunächst ist 




X 



^Adx 



Abb. 16. 



ds - Vdx^ + dy\ 

und wir finden daraus Jds^ indem wir durch 
partielle Differentiation von ds nach dx und 
dy den Zuwachs berechnen, der den Änderungen ^dx und Jdy ent- 
spricht. Wir erhalten 

^_ dx^dxA- dyJdy dx .- . dy 

ydx* + dy* ds ds^^y^ 

woraus die spezifische Dehnung c in der Richtung q> durch Division 
mit ds gefunden wird, also 

dds /dx\^ Jdx , (dy\^ Jdy « , .0 /«ox 

und dies wird in der Tat, wie schon vorher gezeigt war, zu einem 
Maximum oder Minimum für 9 = und für 9) = -0- * 

An Stelle dieser Ableitung kann man übrigens ^ds und hier- 
mit 6_ auch aus einer geometrischen Betrachtung an Hand der 
Abb. 16 leicht entnehmen. 



§ 13. Die Anstrengung des Materials. 

Die Ausführung von Festigkeitsberechnungen verfolgt den 
Zweck, ein Urteil über die Bruchgefahr zu gewinnen. Um 
die Rechenergebnisse in diesem Sinne deuten zu können, muß 
man aber wissen, in welchem Zusammenhange die Gefahr 
eines Bruches mit dem Spannungs- oder Formänderungszustande 
des Materials steht. Für den einfachsten Fall, nämlich für den 
einachsigen Spannungszustand, ist darüber kein Zweifel möglich. 
Man weiß aus der Erfahrung, wie groß die Spannung werden 
darf, ohne daß entweder die Elastizitätsgrenze überschritten 



§ 13. Die Anstrengoog des Materials 67 

oder ohne daß sofort ein Bruch herbeigeführt wird. Von dieser 
gefahrlichen Spannung wird nun ein gewisser Bruchteil als zu 
lässig angesehen. Früher war es üblich^ die zulässige Spannung 
nach der Bruchbelastung zu bemessen, und das Verhältnis 
zwischen beiden Werten wurde als der Sicherheitskoeffizient 
bezeichnet. Für gewalztes Eisen wurde dieser etwa ~ \f för 
Holz = ^ gewählt usf. Heute ist man von dieser Art der 
Abschätzung wenigstens bei den Metallen zurückgekommen, 
und zwar namentlich deshalb, weil sich herausstellte^ daß man 
den Bruch schon durch viel kleinere Belastungen herbeiführen 
kann, wenn man diese öfters aufbringt und wieder entfernt. 
Die Glieder in den Konstruktionen des Ingenieurs sind aber 
meistens in dieser Weise beansprucht und dadurch hat der 
frühere Begriff der Bruchbelastung, also jener Belastung, die 
bei nur einmaligem Aufbringen den Bruch herbeiführt, sehr 
an Bedeutung verloren; man würde sich einer unter Umständen 
sehr gefährlichen Täuschung hingeben, wenn man diese Be- 
lastung zum Ausgangspunkte für die Bemessung der zulässigen 
Beanspruchung machen wollte. In der Tat wäre ja nicht wohl 
abzusehen, weshalb man sich damit begnügen sollte, nur den 
fünften Teil der Festigkeit des Eisens auszunutzen; ein kühner 
Konstrukteur könnte durch diese Art der Abschätzung leicht 
dazu verleitet werden, mit der Beanspruchung viel höher hinauf- 
zugehen. 

Versuche über den Einfluß von oft wiederholten Belastungen 
sind zuerst von Wöhler angestellt worden. Später hat Bau- 

schinger acht verschiedene Eisensorten untersucht, für die er 
die in der folgenden Zusammenstellung aufgeführten Festigkeits- 
zahlen erhalten hat. Dabei ist (im Anschlüsse an die von 
Weyrauch eingeführten Bezeichnungen) unter „Tragfestig- 
keit^^ die auf 1 qcm bezogene Spannung in kg zu verstehen, 
durch die schon bei einmaligem Aufbringen der Bruch herbei- 
geführt wird. Als „ürsprungsfestigkeit" ist jene Spannung 
bezeichnet, die im Wechsel mit dem spannungslosen Zustande 
gerade noch beliebig oft ertragen wird. Eine Spannung, die 
über der Ursprungsfestigkeit liegt, führt bei öfterem Wechsel 
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scliließlicli den Bruch herbei, und zwar um so eher, je luLher 
sie der Tragfestigkeit kommt. Die Zahl der Wechsel, die er- 
forderlich sind, wenn die Spannung nicht sehr viel über der 
Ursprungsfestigkeit liegt, beläuft sich gewöhnlich auf Millionen. 
Unter der „Schwingungsfestigkeit*' endlich ist jener größte 
Wert der bezogenen Spannung zu verstehen, der bei Wechsel 
zwischen Zug und Druck (beide von der gleichen Größe) ge- 
rade noch beliebig oft ertragen wird. Die Schwingungsfestig- 
keit ist gewöhnlich etwas niedriger als die Ursprungsfestigkeit, 
nach den zuverlässigsten Versuchen, die von Bauschinger her- 
rühren, ist der Unterschied aber viel geringer, als man früher 
auf Grund der wenigen Ergebnisse Wöhlers angenommen hatte. 









Tragfestig- 


Ursprongs- 


Schwin- 


Nr. 


Eisensorte 




keit (auf 


festigkeit 


gungsfestig- 








Zug) 


(fUr Zug) 


keit 


1 


Schweißeisen 




3480 


2000 


1770 


2 


Flußeisen 




4360 


2400 


1980 


3 


Nicht näher bezeichnet 


(Eisen) . 


4050 


2200 


1980 


4 


desgl. 


• • 


4020 


2400 


2260 


5 


Thomasstahl 


• • • • • 


6120 


3000 


3000 


6 


Schienenstahl 




6940 


2800 


2800 


7 


Eesselblech-Flußeisen . . 




4050 
3350 


2400 
2200 


1900 


8 


Nicht näher bezeichnet (Eisen) . 


1600 



Die niedrigsten Festigkeitsziifem in der Spalte für die 
Schwingungsfestigkeit stimmen ungefähr mit der Lage der 
Elastizitätsgrenze bei den betreffenden Materialien überein. 
Daraus ist der Schluß zu ziehen, daß die Elastizitätsgrenze für 
die Sicherheit der Konstruktionen weit maßgebender ist als 
die durch einen Zugversuch ermittelte Tragfestigkeit. Man 
erhält daher ein viel zutreffenderes Urteil über den heute üb- 
lichen Sicherheitsgrad der eisernen Tragkonstruktionen, wenn 
man sagt, daß ungefähr die Hälfte der Belastung an der 
Elastizitätsgrenze oder auch etwas darüber als zulässig ange- 
sehen wird, als wenn man sich auf die Tragfestigkeit bezieht. 

Mit diesen Bemerkungen ist die Frage für den einachsigen 
Spannungszustand, soweit als sie hier überhaupt erörtert wer- 
den kann, erledigt. Um die Bruchgefahr für einen anderen 
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Spannuugszustaud bemessen zu können^ reichen die angegebenen 
Erfahningsziffern aber nicht aus, und in der Tat ist auch noch 
nicht endgültig festgestellt, wovon sie hier abhäügt. 

Eine ältere, aber jetzt fast allgemein verlassene Ansicht 
ging dahin, daß die Bruchgefahr nach der größten der drei 
Hauptspannungen, ohne Rücksicht auf die beiden anderen 
Hauptspannungen, zu bemessen sei. Nach einer zweiten An- 
sicht soll die Bruchgefahr von der größten Winkeländerung y 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der größten Schub- 
spannungskomponente Tmax abhängen. Die dritte Ansicht, die 
heute wohl immer noch die meisten Anhänger zählt, erblickt 
dagegen in der größten Dehnung £, die bei der Formänderung 
zustande kommt, das Maß für die Bruchgefahr. Dazu ist später 
noch eine vierte Theorie von Mohr gekommen, die zwischen 
der zweiten und dritten Ansicht eine mittlere Stellung ein- 
nimmt. Im fünften Bande dieses Werkes habe ich sie aus- 
führlich besprochen. Einstweilen genügt die Bemerkung, daß 
es nach Mohr auf die größte und die kleinste der drei unter 

Berücksichtigung des Vorzeichens der Größe nach geordneten 
Hauptspannungen ankommt, und zwar nach einem aus den Ver- 
suchsergebnissen erst noch näher zu ermittelnden Gesetze, 
während die dazwischen liegende mittlere Hauptspannung keinen 
Einfluß haben soll. 

Die in den Handbüchern der Konstruktionslehre aufge- 
stellten Festigkeitsformeln beruhen heutzutage fast ausschließ- 
lich auf der dritten dieser Annahmen, setzen also voraus, daß 
die größte Dehnung für die Bruchgefahr maßgebend sei. Da- 
nach muß ich mich, um Verwirrungen zu vermeiden, in diesem 
Buche ebenfalls richten. Da aber die Ansicht von Mohr wenig- 
stens bei den wichtigsten Baustoffen des Ingenieurs bisher noch 
am besten mit den Versuchsergebnissen übereinstimmt, werde ich, 
wo es darauf ankommt, auf die Abweichungen der Mohrschen 
Schätzung der Bruchgefahr von der sonst üblichen hinweisen. 

§ 14. Die reduzierten Spannungen. 
Wenn man auch die Dehnung b als Maß der Anstrengung 
des Materials ansieht, ist man darum noch nicht genötigt. 
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überall unmittelbar mit dieser Größe zn rechnen. Dies wäre 
oft sehr unbequem. Denn die Festigkeitsberechnung liefert 
zunächst die Spannungen, und es bedürfte erst noch einer be- 
sonderen Umrechnung, um daraus die Dehnungen abzuleiten. 
Zu dieser Umrechnung müßte auch der Elastizitätsmodul be- 
kannt sein, den man für viele Materialien in der Praxis nur 
ganz annähernd kennt oder über den man sich auch oft ganz 
im unklaren befindet. 

Um solchen Umständlichkeiten aus dem Wege zu gehen, 
hat man ein sehr einfaches Auskunftsmittel gefunden. Man 
vergleicht irgendeinen beliebigen Spannungszustand, dessen 
Zulässigkeit untersucht werden soll, mit einem einachsigen 
Spannungszustande, dessen Dehnung gleich der größten Haupt- 
dehnung bei jenem ist. Nach der Annahme, von der wir hier, 
wie üblich, in erster Linie ausgehen wollen, ist das Material 
in beiden Fällen in gleichem Maße angestrengt. 

Die Spannung des einachsigen Spannungszustandes kann 
daher als Maß für die Bruchgefahr bei dem anderen Spannungs- 
zustande dienen. Man bezeichnet sie als die reduzierte 
Spannung. 

Für den FaU des ebenen Problems seien 6i und rsu die beiden 
Hauptspannungen (Zug wie immer positiv, Druck negativ gerech- 
net). Für die Hauptdehnungen erhält man nach dem Hooke- 
schen Elastizitätsgesetze, das hier als gültig vorausgesetzt wird, 

Die reduzierte Spannung muß entweder so gewählt werden, daß 
die von ihr hervorgebrachte Dehnung mit e^ oder mit % über- 
einstimmt, je nachdem der eine oder der andere Wert größer 
oder (bei verschiedenen Vorzeichen) gefährlicher für den Be- 
stand des Materials ist. Daraus folgt, daß 

<^red ==- <^l — — ^n oder (fred = ^^n — " ^i (34) 

zu setzen ist, mit dem Vorbehalte, daß von beiden Werten der 

ungünstigere zu nehmen ist. 

Beim allgemeinsten Spannungszustande mit den Haupt« 

Spannungen fSi, ön, ^lu erhält man ebenso 
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1 / 1 1 \ 

and dursQS 

tf«d = tfi - ^ i^u + ^ud^ (ßb^ 

Eigentlich waren wieder drei Werte anzugeben, ans denen man 
wie Yorher den ungünstigsten auszuwählen hätte. Anstatt 
dessen kann man aber auch die eine Formel < 35 1 beibehalten, 
wenn man nur hinzufügt, daB die Bezeichnungen tfj, <%, tfj^ 
so auf die drei Hauptspaunungen zu Terteilen sind, daB in 
OL (35) der gefahrlichste Wert für die reduzierte Spannung 
herauskommt. In praktisch Torkommenden Fallen sieht man 
gewohnlich auf den ersten Blick, welche der drei Hauptspan- 
nungen man zu diesem Zwecke als <f j in 6L (35 ^ einsetzen muB. 
Eine ihrer bekanntesten Anwendungen findet diese Be- 
trachtung auf die Berechnung des zulassigen Betrages von v 
bei der einfiichen Schubbeanspruchung. Wenn man mit tfni 
den zulässigen Betrag der einfachen Zug- oder Druekl>ean- 
sprachung (wenn beide voneinander yerschieden sind, den 
kleineren Yon beiden) bezeichnet, kann man die zulässige Schub- 
beanspruchung Tsoi daraus in folgender Weise berechnen. Die 
Hauptspaunungen bei der reinen Schabbeanspruchung sind be- 
kanntlich Yon gleicher Größe mit x selbst und im Vorzeichei) 
einander entgegengesetzt. Nun soll x so gewählt werden, daß 
die Anstrengung des Materials gerade mit der zulässigen, d. h. 
daß tfnd in GL (34) mit tfni übereinstimmt. Dies gibt, wenn 
man ö^^ + x^i und tf n ^ "^ '^««i einsetzt^ die Gleichung 

1 

tf*«! = l^«xü T" "ZT ^auli 

woraus 

gefanden wird. 

Mit «1 = 4 wird dies r^ui == 0,8 <y,ui und mit m — 3| wird 
r^i » 0,77 ömi' Dagegen wird nach Mohr für Schmiedeeisen 
und Stahl 

T«nl = 0,5 tftnly 

ein mit den Versuchsergebnissen besser übereinstimmender 
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Wert. Gerade in diesem Falle fuhrt die Mohrsche Theorie zu 
einer besonders großen Abweichung gegenüber der üblichen 
Abschätzung der Bruchgefahr mit Hilfe der reduzierten Span- 
nungen, weil nämlich im Falle der einfachen Schubbeanspruchung . 
die beiden Hauptspannungen von entgegengesetztem Vorzeichen 
sind und daher weit auseinander liegen. Die Mohrsche Theorie 
deckt sich iil diesem Falle mit der Ansicht, daß die Bruch- 
gefahr von der größten Winkeländerung oder der größten 
Schubbeanspruchung abhänge. 

61. (34) kann ferner dadurch umgestaltet werden, daß man 
^i und 6ji in den auf ein beliebig gerichtetes Koordinaten- 
system der X Y bezogenen Spannungskomponenten e^y 6^, r 
ausdrückt und diesen Wert in die Formel einführt. Dies soll 
hier nur noch für den besonderen Fall weiter ausgeführt wer- 
den, daß <y =* ist. Dieser Fall kommt nämlich bei den prak- 
tischen Anwendungen öfters vor, z. B. bei einer Welle, die 

gleichzeitig gebogen und verdreht wird. Die Biegung erzeugt 
Spannungen senkrecht zum Querschnitte, also etwa <y^, und die 
Verdrehung bringt Schubspannungen r hervor, während Normal- 
spannungen 0^ oder <y, zwischen den einzelnen Fasern des 
Stabes nicht vorkommen. Man führt die Berechnung in solchen 
Fällen derart durch, daß man zuerst 6^ und r berechnet — 
und zwar nach den später dafür erst noch aufzustellenden 
Lehren, worauf es aber an dieser Stelle nicht ankommt — und 
dann daraus die reduzierte Spannung e^red ermittelt. Es ist, 
da solche Fälle öfters vorliegen, nützlich, diese Umrechnung 
hier ein für alle Male vorzunehmen. Dazu sind also <J^ und 
r als bereits bekannt vorauszusetzen. 

Aus 61. (12) S. 28 erhält man für ey^ — die Hauptspannungen 

Durch Einsetzen in Gl. (34) folgt daraus 

Man erhält das obere oder das untere Wurzelvorzeichen, je 
nachdem man den einen oder den anderen der beiden in Gl. (34) 
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för (Jred angegebenen Werte nimmt. Nach den vorhergehenden 
Bemerkungen muß man immer jenes Vorzeichen wählen, das 
den ungünstigsten Wert für <J,ed liefert. Auf der Zugseite einer 
zugleich gebogenen und verdrehten Welle wird man daher 
das positive, auf der Druckseite das negative Vorzeichen zu 
nehmen haben usf. 

Mit w - 4 geht Gl. (37) über in 

und in dieser Form wird sie gewöhnlich angeschrieben. Da- 
gegen wird für w = 3y 

e^red « 0,35 6^ + 0,65}/4?T^. 

Hierzu ist noch zu bemerken, daß auch in diesem Falle die 
Anstrengung des Materials nach der Mohrschen Theorie höher ein- 
zuschätzen ist, als nach diesen Formeln. 

§ 15. Die bezogene Formänderungsarbeit. 

Man denke sich wieder ein unendlich kleines ParaUelepiped 
in den Hauptrichtungen herausgeschnitten. Die Spannungen 
am umfange sind für diesen Teil des Körpers als äußere 
Kräfte anzusehen, die bei der Formänderung eine. Arbeit leisten, 
da sie längs eines gewissen Weges wirken. Dadurch wird 
dem Körperelemente eine Energiemenge zugeführt, die darin 
aufgespeichert wird und bei der ümkehrung des Vorgangs 
wieder daraus gewonnen werden kann. Man bezeichnet diese 
Energie auch als die potentielle Energie des gespannten 
Körpers oder auch als das Potential der elastischen 
Kräfte. Wir wollen anstatt dessen an der in der Technik 
üblicheren Bezeichnung „Formänderungsarbeit" festhalten. Wird 
die Pormänderungsarbeit auf die Volumeneinheit des Körpers 
an der betreffenden Stelle bezogen, so soll dies durch die 
nähere Bezeichnung „bezogene" oder auch „spezifische" 
Formänderungsarbeit ausgedrückt werden. 

Für den einachsigen Spannungszustand ist die gesamte 
Formänderungsarbeit des Körpers schon in Gl. (17) angegeben. 
Wenn der Körper dem Hookeschen Gesetze gehorcht, ist die 
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Kraft P in jedem Augenblicke der zugehörigen Längenänderung 
proportional. In GL (17) 

A ^fPdx 



können wir daher, wenn der der gesamten Längenänderung 
/dl entsprechende Wert von P mit P' bezeichnet wird, 

setzen^ und die vorige Gleichung geht damit über in 

A = ^ßdx « iP'Jl (38) 



Die bezogene Formänderungsarbeit wird hieraus gefunden, 
wenn wir diese Gleichung auf einen Würfel anwenden, dessen 
Seite gleich der Längeneinheit ist. Dann geht P' über in 6 
und /Jl in e, also erhält man, wenn die bezogene Formände- 
rungsarbeit mit A bezeichnet wird, 

A = \6b=IEb* = :^- (39) 



Für den Fall des zweiachsigen Spannimgszustandes mit 
den Hauptspannungen 6^ und 6^ finden wir A auf demselben 
Wege. Die Dehnungen in den Hauptriehtungen werden 

Auf ^ie Dehnung in der dritten Hauptrichtung kommt es nicht 
an, da die ihr entsprechende Hauptspannung Null ist. Auf 
die Rechtecke von den Eantenlängen dy ds wirken die Kräfte 
ö^dydg in entgegengesetzter Richtung. Wenn sich der Ab- 
stand dx zwischen beiden Rechtecken um s^^dx yergroBert^ 
leisten die beiden Kräfte zusammengenommen eine Arbeit, die 
gleich diesem Wege multipliziert mit dem Mittelwerte der 
Kräfte während des allmählichen Anwachsens des Spannungs- 
zustandes ist. Dieser Mittelwert ist, wie im vorausgehenden 
Falle, gleich der Hälfte der zuletzt erreichten Größe, die Arbeit 
daher 
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1 6^ dy dz • £^ dx oder ^e (^*^ "" m ^'^vj ^^ ^^ ^^' 

Dazu kommt der ebenso zu bildende Ausdruck für die Arbeit 
der Hauptspannung in der y-Richtung. Addiert man beide 
Beti-äge und streicht man den Faktor dxdyds, womit die 
Arbeit auf die Volumen einheit bezogen wird^ so erhält man 

Für den allgemeinsten Fall mit drei von Null verschiedenen 
Hauptspannungen würde man ebenso erhalten 

A = i C^'-i-l^i^* - i (.»«^ + *,<^. + *,*.)). (41) 

Auch bei diesen Betrachtungen ist es wieder nützlich, den 
Fall der reinen Schubbeanspruchung gesondert zu untersuchen. 
Am Umfange des in Abb. 14 8. 52 herausgezeichneten Eörper- 
elementes wirken nur die Schubspannungen t. Wenn wir uns 
die Formänderung so vorgenommen denken, wie es durch 
punktierte Linien in Abb. 14 angedeutet ist, kommt nur die 
Arbeit der Schubspannungen an der oberen Seite in Betracht, 
da sich die untere Seite überhaupt nicht verschiebt, während 
die Verschiebungen der anderen Seiten senkrecht zur ELraft- 
richtung stehen. Der Mittelwert der Kraft während der Form- 
änderung ist aus denselben Gründen wie vorher gleich der 
Hälfte des zuletzt erreichten Wertes zu setzen, also gleich 

itdxdis, 

und der Weg, der in der Richtung der Kraft zurückgelegt 
wird, gleich ydy. Die Formänderungsarbeit ist daher 

^zydxdydz. 

Die bezogene Formänderungsarbeit wird daraus durch Streichen 
des Faktors dx dy de, der das Volumen des betrachteten 
Parallelepipeds angibt, gefunden, also mit Berücksichtigung 
von GL (81) ^, 

A«4-Ty = 4-Öy« = ^. (42) 

Der Ausdruck (42) muß mit dem in Gl. (40) angegebenen 
Werte übereinstimmen, wenn man in diesem die Haupt- 

FOppl, Festigkeitfllehre. 5. Aufl. 5 
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Spannungen 0^ und 6^ gleich + t bzw. — r setzt. Die so er- 
haltene Gleichung 

liefert nach ihrer Auflösung nach G wieder die in § 11 auf 
ganz anderem Wege abgeleitete Beziehung 

zwischen den drei Elastizitätskoeffizienten. 

Ein feineres Empfinden wird in diesen Schlüssen noch eine 
gewisse Lücke herausfühlen. Es ist nämlich noch nicht darauf hin- 
gewiesen worden, daß die Formänderungsarbeit ftlr ein beliebig ge- 
staltetes Volnmenelement dem Volumen proportional, von der beson- 
deren Gestalt des Elementes aber unabhängig ist. Bis zu einem 
gewissen Grade läßt sich dies zwar schon daraus entnehmen, daß die 
potentielle Energie an den materiellen Inhalt des Elementes gebunden 
ist und daß man in der Tat nur auf Grund einer solchen Vorstellung 
Yon einer bezogenen Formänderungsarbeit sprechen kann. Ein 
direkter Nachweis bleibt aber immerhin wünschenswert. Diesen kann 
man dadurch führen, daß man sich das Volumenelement in Elemente 
höherer Ordnung zerlegt denkt, deren Kanten nach den Hauptrich- 
tungen orientiert sind. Summiert man die Arbeitsleistungen aller 
Spannungen auf den Seitenflächen dieser Elemente höherer Ordnung 
über das ganze ursprünglich gegebene Volumenelement, so heben sich 
alle Glieder gegeneinander auf, die auf Flächen kommen, in denen 
zwei Elemente höherer Ordnung aneinander grenzen, da die Kräfte 
nach dem Gesetze der Aktion und Reaktion einander entgegengesetzt, 
die Wege aber die gleichen sind. Die Summe ist daher gleich den 
Arbeitsleistungen der Spannungen am Dmfange des Elementes erster 
Ordnung, woraus der Satz folgt. 

Aufgaben. 

4, Au fg. Ein Zugstab aus Flußeisen werde mit 1000 atm ge- 
spannt-^ wie groß ist die größte in ihm auftretende Winkeländerimg y 
in Sekunden ausgedrückt, wenn E ^ 2 200 000 atm und m = 3-J 
gesetzt wird? 

Lösung, In § 7 folgte aus den Gleichungen (15), daß die 
größte Schubspannung beim linearen Spannungszustande gleich der 
Hälfte der Hauptspannung, hier also gleich 500 atm ist. Der Schub- 
elastizitätsmodul berechnet sich nach Gl. (32) hier zu 
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Abb. 17 



G = -Pyr • 2 200 OOÖ -= 846 000 atm 

und damit die Winkeländerung y nach Gl. (31) 

500 atm 
' 846 000 atm 

und da l" =» 4,85 • 10"* in Bogenmaß ist, 

y = 122" = 2'2". 
5. Aufg, Ein Granitwürfel von 6 cm 
Seite wird in der Prüfungsmaschine mit 24 t 
helasiet. Wie groß ist die Beansprucktmg auf 
Schuh und une groß ist die Winkeländerung 
y, wenn E =» 300 000 atm und m ^ 4, ge- 
setzt wird% 

Lösung. Man findet wie in voriger Auf- 
gabe T = 333 atm, G « 120 000 atm und 
y = iö-'0^9'30". 

Bemerkung, Die Frage steht in Ver- 
bindung mit einer Ansicht, die früher über die 
Art, wie der Bruch eines solchen Stein würfeis 
erfolge, sehr verbreitet war. Der Steinwürfel zerfiQlt nämlich so in 
Bruchstücke, daß zwei oft sehr schön ausgebildete Pyramiden ent- 
stehen, die in Abb. 17 durch horizontale Schraffierung hervorgehoben 
sind. Die Seitenflächen der Pyramiden, also die Hauptbruchflächen, 
folgen ungefähr jenen Schnittrichtungen, für die t den größten Wert 
anninunt. Man schloß daraus, daß bei dem Druckversuche in Wirk- 
lichkeit die Schubfestigkeit überwunden würde. — Indessen ist auch 
eine andere Erklärung dieser Erscheinung möglich. Beim Zusammen- 
drücken des Würfels tritt gleichzeitig eine Querdehnung ein. Nun 
ist Steinmaterial imstande, nur eine gewisse bezogene Dehnung zu 
ertragen, Granit etwa 60 • 10"^ bevor eine dauernde Trennung ein- 
tritt. Dabei ist es möglicherweise gleichgültig, ob diese Dehnung 
durch einen Zug in der einen Richtung oder durch einen Druck in 
der Querrichtung zustande kommt. Der Bruch wäre also dann da- 
durch zu erklären, daß sich auf den vier freien Seitenflächen Stücke 
loslösen, so daß die Pyramiden übrigbleiben. Hierbei muß aber 
noch auf einen anderen, wichtigen Umstand geachtet werden. Die 
Druckflächen des Steines sind nämlich durch die Reibung zwischen 
ihnen und den Druckplatten der Prüfungsmaschine gehindert, sich 
der Quere nach auszudehnen. Dadurch kommt in der Nähe der 
Druckflächen überhaupt kein einachsiger Spannungszustand heraus. 
Auch die benachbarten Stellen weiden an der freien Querdehnung 
gehindert; man muß daher erwarten, daß der Bruch in der Mitte 
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beginnt, bis wohin sich diese Helnmung der Querdehnung am wenig- 
sten erstreckt. Beachtet man, daß die Druckfiächen durch die Reibung 
an jeder Querdehnung gehindei-t sind, daß also ein auch über sie sich 
erstreckender Riß kaum zu erwarten ist, so wird die nahezu pyra- 
midenförmige Gestalt der Hauptbruchreste leicht verständlich, un- 
gleich gibt diese Betrachtung auch Rechenschaft über eine andere 
Erscheinung, die man bei der Prüfung von Steinen auf Druckfestig- 
keit beobachtet. Man findet nämlich die Festigkeit abhängig von 
dem Verhältnisse der Höhe des Probekörpers zur Grundfläche; je 
höher er ist, desto geringer ist gewöhnlich die Festigkeit. Da sich 
der Einfluß der durch Reibung festgehaltenen Grundflächen bei 
höheren Prismen in der Mitte nicht mehr so fühlbar machen kann 
als bei niederen, erklärt sich diese Erscheinung ganz ungezwungen. 
Zugleich erwähne ich noch, daß ich auch einmal Druckversuche an 
Steinwürfeln mit geschmiertenDruck flächen vorgenommen habe. 
In diesem Falle spaltet sich der Stein nicht in schiefer Richtung, 
sondern in gerader, so daß er in eine Reihe von Prismen zerßQlt 
Die Bruchlast ist in diesem Falle weit geringer (Yj oder selbst Yj 
bis Y4) von der bei nicht geschmieiiien Druckflächen beobachteten. — 
Es ist üblich, die Druckfestigkeit von Steinen immer nur an Probe- 
körpem in Würfelform mit angeschmierten Druckflächen zu ermitteln. 
Bei der Deutung der so erhaltenen Ziff'em ist auf die vorausgehenden 
Darlegungen wohl zu achten. 

6. Äufg, Ein Zylinder von nachgiebig rem Material (kleinem E) 
ist in den zylindrischen Hohlraum einer ihn auf dem Mantd dicht 
umschließenden (nahezu) starren Masse eingepaßt und wird der Längs- 
richtu/ng nach mit 200 atm zusammengedrückt. Wie groß ist der 
Druck, den er am Mantel auf die ihn umschließende Masse ausübt 
a) wenn tw = 4, b) wen/n m = 2 gesetzt wird? 

Lösung. Man hat hier (Tj « 200 und % = %j = x. Die 
Unbekannte x muß so gewählt werden, daß f^ = Sj^ = wird, also 

«n - i(% - i(ffi + «m)) =0; « - i(^ + 200) - 0. 

Für m = 4 folgt daraus a? = 66^ atm und für m = 2 wird 
X = 200 atm. Im letzten Falle ist der Seitendruck genau so groß, 
als wenn der zylindrische Hohlraum von einer Flüssigkeit aus- 
gefüllt wäre. 

7, Au fg. Wie groß ist die reduzierte Spannung für den in 
Äufg. 5, 8. 33 angegebenen Fall, wenn m = 4 gesetzt wird? 

Lösung. Für w =» 4 ist nach § 14 
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und hier ist tf^ ~ 300, t = 400 atm zu setzen. Setzt man dies ein, 
so wird (Jred = 646 atm. 

8. Au fg. Eine an beiden Enden dwrch starke Böden geschlossene 
zylindrische Bohre stehe unter einem inneren Überdrucke, Die Zug- 
spa^mwng der Bohrwand in tangentialer Bichtung betrage 800 atm, 
die in der Längsrichtung 400 atm. Wie groß ist die reduzierte Span- 
nung für m = S\? 

Lösung, Nach Gl. (34) hat man 

tfwd = 800 — ;^ • 400 « 680 atm. 

Anmerkung, Gewöhnlich berechnet man zwar die Anstrengung 
der Rohrwand in dieser Weise. Nach der Theorie von Mohr macht 
aber, da die drei Hauptspannungen hier + 800, + 400, sind, die 
mittlere HauptspannuDg -f 400 gar nichts aus, und die Anstrengung 
ist so zu beurteilen, als wenn die Hauptspannung von 800 atm allein 
vorkäme. 

9, Aufg, Eine sich von einem Ende zum anderen gleichmäßig 
verjüngende Zugsfange von den Endquerschnitten F^ und F^ und der 
Länge l wird mit der Kraft P zentrisch gezogen. Wie groß ist die 
Formänderungsarbeit? 

Lösung. Der Querschnitt F im Abstände x von jenem Ende, 
an dem der Querschnitt = F^ ist, berechnet sich zu 



F-'{VF, + ^yF,-yF,)y. 



Für die Fonnänderungsarbeitc?^ in einem Abschnitte der Stange 
von der Länge dx^ also von dem Volumen Fdx, erhält man nach 
Gl. (39) 

dA^Fdx^.^^^'-y, 

und die Formänderungsarbeit A der ganzen Stange wird daraus durch 
Integration nach x gefunden, also 

P« /» dx 

A = 



!/[>'?. + 7 



2E I r^/~- . X/,/-r WTTM^ 



riVF^-VF;)] 



Mit Benutzung der Integralformel 



r dx ^ 1 

J {ax -{-hy a{ax 
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geht dies aber in 

A ^ * 



Yi\^W'i\-iF;) 



2^ yF\-yi\ 

Setzt man F, = J\, so erh&lt man 

und dies ist der Ausdruck für die Formänderungsarbeit einer Stange 
vom konstanten Querschnitte J\ . Unterscheiden sich JF\ und F^ nur 
wenig voneinander, so kann man genau genug das geometrische Mittel 

yF^F^ durch das arithmetische * T^ — - ersetzen. 

10, Aufg, Eine an beiden Enden festgehaltene Zugstange war 
ursprünglich mit 600 atm gespannt. Dann wird sie um 50^ C. ab- 
gekühlt. Um wieviel erhöht sich die bezogene ^ormänderungsarbeit, 
wenn ^ =» 2 • 10* atm und der Ausdehnungskoeffizient des Eisens 

Lösung. Wenn die Enden der Stange frei wären, hätte die Ab- 
kühlung eine bezogene Verkürzung e zur Folge, die 

60 1 



€ = 



80000 1600 



wäre. Um diese Verkürzung zu verhindern, muß eine Zugspannung 
in der Stange auftreten, die für sich genommen eine elastische Deh- 
nung von demselben Betrage zustande bringt. Diese Spannung 6 ist 
nach Gl. (18) 

(j = /^f = 2 . 10« • -^ = 1250 atm. 

Durch die Abkühlung wird also die Zugspannung von ursprüng- 
lich 600 atm auf 1850 atm erhöht. Bei vielen Eisensorten liegt dies 
schon über der Proportionalitätsgrenze, wir wollen indessen annehmen, 
daß dies hier nicht zutrifft, da wir die Formänderungsarbeit nicht 
mehr genau berechnen können, sobald jene Grenze überschritten ist. 

Nach Gl. (39) ist im ursprünglichen Zustande 



g 



. •» _ 600» kg cmk 

'^ 2 A' "" 4 10» cm^' "" "'^^ cm» 

Die im letzten Ausdrucke gegebene Bezeichnung der Dimensionen 
weist dai*attf hin, daß A eine Arbeitsleistung (cm kg) bezogen auf ein 



Aufgaben 71 

fünbeitsvolumen (cm') darstellt. — Setzt man an Stelle yon 600 atm 
jetzt 1850 atm in den yorstehenden Ausdruck ein, so wird 

A-H^5=. 0,856^. 
4-10' ' cm* 

Die Formänderungsarbeit hat sich daher um 0,766 erböht. Diese 
potentielle Energie ist nicht durch Aufwand yon Arbeit äußerer Kräfte 
hervorgebracht worden, kann sich aber gleichwohl jederzeit in solche 
verwandeln. Sie hat ihren Ursprung in einem Teile der dem Stabe 
bei der Temperaturerhöhung zugeführten Wärme, der in mechanische 
Energie umgewandelt wird. Man erkennt daraus, daß die spezifische 
Wärme des Stabes im gespannten und im ungespannten Zustande 
etwas verschieden sein muß, und daß überhaupt ein Zusammenhang 
zwischen dem elastischen Formänderungszustande und dem Wärme- 
zustande bestehen muß. Die weitere Erörterung dieses Zusammen- 
hanges ist eine Aufgabe der mechanischen Wärmetheorie; in der 
Festigkeitslehre sind diese Erscheinungen ohne Bedeutung, und man 
kann sie daher hier gewöhnlich vollständig vernachlässigen. Es möge 
nur noch bemerkt werden, daß ein Stab, der ohne Zufuhr oder Ab- 
leitung von Wärme gedehnt wird, sich dabei ein wenig abkühlt. In 
der Festigkeitsmaschine bemerkt man diese Abkühlung nicht, da sie 
sich nur auf Tausendstel Grade beläuft. Der Stab kühlt sich in- 
dessen nur so lange ab, als die Elastizitätsgrenze nicht überschritten 
wird. Von da an wird die äußere Arbeit nicht mehr ausschließlich 
in Form von potentieller Energie aufgespeichert, sondern zum Teile 
in Wärme umgewandelt, die bis zum vollständigen Abreißen eines 
Stabes eine recht beträchtliche Temperaturerhöhung bewirkt. 



Dritter Abschnitt 
Biegung des geraden Stabes. 

§ 16. Begriff der Biegung. 

An einem stabfönnigen Körper, der auch an einigen Stellen 
mit rechtwinklig dazu aufgesteckten Handhaben oder Kurbeln 
versehen sein kann, mögen sich beliebig gegebene äußere 
Kräfte im Gleichgewichte halten. Man denke sich den Stab 
durch irgendeinen Querschnitt in zwei Teile zerlegt. Jeder 
dieser Teile muß dann immer noch im Gleichgewicht bleiben, 
wenn man den anderen Teil entfernt, dafür aber in der Schnitt- 
däche äußere Kräfte anbringt, die mit den vorher im Quer- 
schnitte übertragenen Spannungen an jeder Stelle genau über- 
einstimmen. 

Um die daraus hervorgehenden Gleichgewichtsbedingungen 
zur Berechnung der Spannungen zu verwerten, faßt man zu- 
nächst an dem betrachteten Teile des Stabes die gegebenen 
äußeren Kräfte nach den Lehren der Statik zusammen. Je 
nach dem Ergebnisse der Zusammensetzung unterscheidet man 
verschiedene Beanspruchungsarten des Stabes. Erhält man eine 
Resultierende, die durch den Schwerpunkt des Querschnitts 
geht und mit der Stabachse zusammenfällt, so ist der Stab an 
dieser Stelle auf Zug oder Druck beansprucht, ein Fall, mit 
dem wir uns schon früher beschäftigt haben. Ergeben die 
Lasten eine Resultierende, die in der Ebene des Querschnitts 
liegt und durch den Schwerpunkt geht, so ist der Stab in 
diesem Querschnitte auf Schub oder Abscheren beansprucht; 
dieser Fall kann aber immer nur in einzelnen Querschnitten 
eintreten. Der Fall der reinen Biegung liegt vor, wenn sich 
die äußeren Kräfte zu einem Kräffcepaare zusammenfassen lassen, 
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dessen Ebene durch die Stabachse geht. Endlich wird der 
Stab auf Torsion, Verwindung oder Verdrehung bean- 
spruch t, wenn die äußeren Kräfte ein Eräftepaar liefern^ dessen 
Ebene zur Querschnittsebene parallel ist. 

Im allgemeinen können alle diese vier Beanspruchungs- 
arten oder wenigstens einige von ihnen zusammen wirken. 
Man spricht dann von einer zusammengesetzten Festig- 
keit. Man denke sich jede äußere Kraft parallel mit sich 
selbst nach dem Schwerpunkte des Querschnitts verlegt. Bei 
der Parallelyerlegung tritt jedesmal ein Kräftepaar auf. . Dann 
kann man alle nach dem Schwerpunkte verlegten Kräfte zu 
einer Brcsultierenden und alle Kräftepaare zu einem resultieren- 
den Kräftepaare vereinigen, wie dies in Band II näher bespro- 
chen ist. Die im Schwerpunkte angreifende Resultierende läßt 
sich hierauf in zwei Komponenten zerlegen ^ von denen eine 
in die Richtung der Stabachse und die andere in die Quer- 
schnittsebene fällt. Auch das resultierende Kräftepaar zerlegt 
man in zwei Kräftepaare, von denen die Ebene des einen 
durch die Stabachse geht, während die Ebene des anderen ent- 
weder mit der Querschnittsebene zusammenfällt oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, parallel mit ihr ist. Im allgemeinsten 
Falle ist daher der Stab gleichzeitig auf Zug oder Druck, auf 
Schub, auf Biegung und auf Verwindung beansprucht. 

In allen Fällen der zusammengesetzten Festigkeit berechnet 
man die zu jeder der einfachen Beanspruchungsarten für sich 
gehörigen Spannungen und nimmt an, daß sich alle ohne 
Störung übereinander lagern. Das setzt natürlich voraus, daß 
das Material dem Superpositionsgesetze gehorche. Trifft dies 
nicht zu, so verfährt man trotzdem gewöhnlich ebenso, muß 
aber dabei in Erinnerung behalten, daß die Lösung nur un- 
gefähr richtig sein kann. 

Ein Fall der zusammengesetzten Festigkeit liegt auch 
dann vor, wenn sich die äußeren Kräfte zu einem biegenden 
Kräffcepaare und einer Scherkraft zusammensetzen lassen. 
Dieser Fall kommt aber so häufig vor, daß er bei Biegungs- 
aufgaben die Regel bildet, und er wird daher als der allge- 
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meine Fall der Biegung im Gegensätze zu dem vorher be- 
sprochenen Falle der reinen Biegung bezeichnet. 

Ein Eräftepaar wird durch sein statisches Moment ge- 
messen. Beansprucht das Eräftepaar den Stab auf Biegung^ 
geht also seine Ebene durch die Stabachse^ so wird sein sta- 
tisches Moment als das Biegungsmoment bezeichnet. Wir 
gebrauchen dafür den Buchstaben M und rechnen es positiv, 
wenn es an dem linken Teile des in horizontaler Lage ge- 
zeichneten Stabes im Sinne des Uhrzeigers dreht. Die Scher- 
kraft bezeichnen wir mit V und rechnen sie positiv, wenn sie 
am linken Teile des Stabes nach oben gerichtet ist. 



§ 17. Willkürliche Annahmen von Bemoulli und Navier. 

Die nächste Aufgabe, die uns gestellt ist, besteht darin, 

die Spannungen zu berechnen, die in den einzelnen Teilen des 

Querschnitts auftreten, wenn M und V gegeben sind. Wir 

wollen sie zuerst noch dadurch vereinfachen, daß wir den Fall 

der reinen Biegung voraussetzen, 

<-^-—> inv "* ^ also F == annehmen. Auf den 

1p PI fp allgemeineren Fall werden wir 

, I I dann leicht dadurch gelangen, daß 

-' wir die durch V für sich bewirkten 
Spannungen hinzufügen. Der Fall 
der reinen Biegung (ohne Scher- 

^^^- ^^' beanspruchung) liegt z. B. im mitt- 

leren Teile einer Eisenbahnwagenachse vor oder auch bei der 

in Abb. 18 schematisch gezeichneten Belastung des Stabes. 
Für den Querschnitt mm, der irgendwo im mittleren Ab- 
schnitte des Stabes gelegt sein kann, bilden die äußeren 
Kräfte am linken Teile des Stabes ein Kräftepaar, dessen 
Moment =» Pp und das nach den vorausgehenden Vorzeichen- 
bestimmungen positiv zu rechnen ist. 

Die Aufgabe, die Spannungen zu berechnen, ist statisch 
cmbestimmt. Wenn wir auf die elastischen Formänderungen 
keine Rücksicht zu nehmen hätten, könnten wir jede beliebige 
Verteilung der Spannungen über den Stabquerschnitt als gleich 
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gut möglich ansehen, wenn sie nur zu einem Eräftepaare vom 
Momente M führte. 

Über die elastische Formänderung, die der Stab unter 
dem Einflüsse der in Abb. 18 angegebenen Emfte erfährt, läßt 
sich zunächst nur aussagen, daß sich die Angriffspunkte der 
Kräfte im Sinne dieser Kräfte relativ gegeneinander etwas Ter- 
schieben müssen. Denkt man sich diese Angriffspunkte alle 
auf der Stabachse gelegen, so werden die Verbindungslinien 
der aufeinanderfolgenden Angriffspunkte nach der Formänderung 
einen Linienzug bilden, der nach obenhin hohl ist. Wegen 
der Stetigkeit des Zusammenhanges kann aber die Stabachse 
selbst an keiner Stelle einen Knick erfahren; die ursprünglich 
gerade Stabachse wird daher in eine flache Kurve übergehen. 
Diese Kurve heißt die elastische Linie des gebogenen Stabes. 

Diese allgemeinen Bemerkungen sind noch zu unbestimmt, 
um ein Urteil über die Verteilung der Spannungen über den 
Querschnitt darauf gründen zu können. Um diese Unbe- 
stimmtheit zu heben, nimmt man an, daß jeder Quer- 
schnitt, der senkrecht zur Stabachse gezogen wurde, 
nach der Formänderung eben bleibt. Diese Annahme 
wird zunächst rein willkürlich eingeführt; sie ist zuerst von 
Bemoulli aufgestellt worden und dient seit den Arbeiten von 
Navier allgemein als Ausgangspunkt der Biegungslehre in der 
technischen Mechanik. Die beste Rechtfertigung für die An- 
nahme besteht darin, daß die aus ihr gezogenen Folgerungen 
in guter Übereinstimmung mit der Erfahrung stehen. 

In einem späteren Abschnitte werden wir sehen, daß man 
die Zulässigkeit der Bemoullischen Annahme auch noch einer 
anderen Prüfung unterwerfen kann. Für Körper, die dem 
Hookeschen Gesetze gehorchen, werden wir sie bei jener Ge- 
legenheit wenigstens für den Fall der reinen Biegung be- 
stätigt finden. Für andere Körper kann indessen nur durch 
eine unmittelbare Beobachtung festgestellt werden, ob und bis zu 
welchem Grade der Genauigkeit sie in Wirklichkeit erfüllt ist. 

Eine solche Prüfung habe ich auf folgende Weise vorgenommen. 
Ein Steinbalken von 20 X 30 cm Querschnitt wurde auf 150 cm 
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Spannweite frei aufgelagert und in der Mitte belastet. Die Lasiebene 
war parallel der größeren Querschnittsseite. Auf den Ansichtsflächen 
des Balkens ließ ich mehrere Reihen von kleinen Stiften einkitten, 
auf die man Spiegel aufschraubte. Wenn der Balken belastet wurde, 
drehten sich diese Spiegel zusammen mit dem Teile des Balkens, an 
dem sie befestigt waren. Die kleine Drehung der Spiegel wurde mit 
Hilfe eines Femrohrs beobachtet. Dabei zeigte sich, daß alle Spiegel, 
die zu demselben Querschnitte gehörten, ziemlich genau dieselbe Dre- 
hung ausführten. Das ist aber in der Tat nur möglich, wenn der 
Querschnitt — mit dem gleichen Grade der Annäherung — eben 
bleibt. Zum mindesten ist zu schließen, daß die Umfangsseiten des 
Querschnittsumrisses geradlinig geblieben sind. Denn wenn sich eine 
dieser Seiten merklich krümmen sollte, müßten verschiedene Linien- 
elemente der Seite verschiedene Winkel mit der Anfangslage bilden, 
und die verschiedene Drehung hätte sich bei der Beobachtung der 
Spiegel verraten müssen. 

Es kann daher als nachgewiesen gelten, daß auch selbst bei 
solchen Materialien, die dem Hookeschen Gesetze nicht gehorchen, 
die Bernoullische Annahme als hinreichend genau zutreffend angesehen 
werden kann. Unter „hinreichend" genau ist hier ein solcher Grad der 
Annäherung zu verstehen, der die weiteren Schlüsse aus der Bemoulli- 
schen Annahme vor den gi'öbsten Fehlern schützt; namentlich ist die 
Krümmung der Querschnitte im allgemeinen nicht erheblich gegen- 
über der Krümmung, die die Stabachse erfährt. 

Für den Fall der reinen Biegung (Scherkraft F »— 0) haben 
wir keine Veranlassung, ein Auftreten von Schubspannungen 
im Querschnitte zu vermuten. Zum mindesten müßten alle 
Schubspannungen unter sich im Gleichgewichte miteinander 
stehen. Wenn der Querschnitt in der Tat genau eben bleiben 
soll, können aber überhaupt keine Schubspannungen übertragen 
werden, denn diese hätten Winkeländerungen y zur Folge, die 
an verschiedenen Stellen nicht nur von verschiedener Größe, 
sondern auch von entgegengesetztem Vorzeichen sein müßten. 
Es handelt sich dabei um die ursprünglich rechten Winkel 
zwischen der Querschnittsebene und den zur Stabachse paraDel 
gezogenen Linien. Wenn sich diese an verschiedenen Stellen 
um verschiedene Beträge änderten, könnte der Querschnitt 
offenbar nicht eben bleiben. 

Wir werden also festhalten, daß für den Fall F = auch 
die Schubspannungen r überall im Querschnitte gleich Null 
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zu setzen sind. Daraus folgt dann sofort weiter, daß der 
Querschnitt nach der Formänderung senkrecht zur elastischen 
Linie steht. 

Man betrachte jetzt ein Längenelement des Stabes^ das 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten liegt. Nach 
der Formänderung schneiden sich die beiden Querschnittsebenen 
in einer Geraden, die durch den Krümmungsmittelpunkt der 
elastischen Linie geht. Jedem Flächenelemente dF des Quer- 
schnitts entspricht ein Teil des Stabes, den wir als eine Faser 
bezeichnen woUen. Die zwischen den aufeinanderfolgenden 
Querschnitten liegenden Fasern waren ursprünglich gleich lang; 
nach der Formänderung sind aber die auf der Hohlseite der 
elastischen Linie liegenden kürzer als die auf der konvexen 
Seite — und zwar verhalten sich die Längen unmittelbar wie 
die Abstände der Fasern vom Erümmungsmittelpunkte der 
elastischen Linie. Den Längenänderungen, die diese Fasern er- 
fuhren, entsprechen nach dem Elastizitätsgesetze die Normalspan- 
nungen 6, die in den Querschnittselementen übertragen werden. 

Wir wissen schon, daß sich die Normalspannungen 6 zu 
einem Kräftepaare vom Momente M zusammensetzen müssen. 
Daraus folgt, daß im Querschnitte sowohl Zug- als Druck- 
spannungen übertragen werden. Die Fasern auf der konvexen 
Seite sind also jedenfalls länger geworden, als sie ursprünglich 
waren, und die auf der Hohlseite haben sich verkürzt. Da- 
zwischen liegt eine Faserschicht, die sich weder verkürzt noch ver- 
längert hat. Die ihr im Querschnitte entsprechende Linie wird die 
neutraleAchse oder auch dieNullinie des Querschnitts genannt 

Proportional mit dem Abstände von der neutralen Achse 
wachsen die elastischen Längen änderungen der Fasern. Wenn 
außer der Bernoullischen Annahme auch noch das Hookesche 
Gesetz gilt, müssen wir daher schließen, daß auch die Nor- 
malspannungen 6, die im Querschnitte übertragen 
werden, ihrem Abstände von der neutralen Achse pro- 
portional zu setzen sind. Diesen wichtigen Schluß hat 
zuerst Navier aus der Bernoullischen Annahme gezogen. 

Diese ganze Betrachtung läßt sich auch noch durch eine andere 
ersetzen. Ohne uns auf die an sich willkürliche Bernoullische An- 



78 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes 

nähme zu stützen, können wir davon ausgehen, daß im Querschnitte 
jedenfalls sowohl Zug- als Druckspannungen übertragen werden müssen. 
Die Normalspannung a in irgendeinem Punkte des Querschnitts kann 
dann als eine zunächst unbekannte Funktion der Koordinaten dieses 
Punktes in bezug auf zwei im Querschnitte rechtwinklig zueinander 
gezogene Koordinatenachsen der y und z betrachtet werden. Wir 
setzen also 

= fiys:). 

Immer wenn man keinen bestimmten Anhaltspunkt für die Form 
einer solchen unbekannten Funktion hat, versucht man zunächst mit 
den einfachsten Annahmen dafür auszukommen. Daß 6 nicht konstant 
sein kann, folgt schon daraus, daß sich alle 6 zu einem Kräftepaar 
zusammensetzen lassen müssen. Die hiernach noch mögliche ein- 
fachste Annahme besteht darin, daß a eine Funktion ersten Grades 
der Querschnittskoordinaten y, z ist. Das ist aber gerade die von 
Kavier vorausgesetzte oder aus der BemouUischen Voraussetzung ge- 
folgerte Spannungsverteilung. 

Diese Art der Begründung unseres Ansatzes hat den Vorzug, 
daß sie nicht den Anschein ei-weckt, als ob es sich dabei um ein 
streng gültiges Naturgesetz handle; wir treten in die weitere Unter- 
suchung sofort mit dem Bewußtsein ein, daß unsere Biegungstheorie 
nur angenäherte Gültigkeit hat, und werden dadurch vor dem häufig 
vorkommenden Fehler bewahrt, alle Folgerungen, die daraus fließen, 
als buchstäblich genau anzusehen. Der fortwährende Vergleich unserer 
Rechnungen mit den Beobachtungstatsachen allein kann uns zeigen, 
wie weit wir diesen Rechnungen vertrauen dürfen. 

Eine Funktion ersten Grades wird auch als eine lineare 
Funktion bezeichnet, weil sie durch das Bild einer geraden 
Linie — oder bei zwei unabhängigen Veränderlichen durch 
eine Ebene — zur Darstellung gebracht werden kann. Denken 
wir uns also in jedem Punkte des Querschnitts die dort auf- 
tretende Normalspannung <y durch eine in deren Richtung ge- 
zogene Strecke in einem beliebigen Maßstabe dargestellt, so 
liegen die Endpunkte aller dieser Strecken nach Navier auf 
einer Ebene, die die Querschnittsebene in der NuUinie sehneidet. 
In Anlehnung an jenen Sprachgebrauch bezeichnet man das 
Naviersche Spannungsverteilungsgesetz auch als das lineare 
oder als das Geradliniengesetz. 
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§ 18. Folgerangen aus dem Geradliniengesetze. 

Wir denken uns die Koordinatenachsen der y und e im 
Querschnitte so gelegt, daß die Z- Achse mit der Nullinie zu- 
sammenfällt. Dann ist 6 überall unabhängig von e^ und da 
es zu Null wird für y =« 0, verschwindet auch das konstante 
Glied, das in der linearen Funktion im allgemeinen auftritt. 
Bezeichnen wir die Spannung in irgendeinem bestimmten 
Punkte, der den Abstand y^ von der Nullinie hat, mit 6^, so 
bat man für jeden anderen Punkt nach dem Geradliniengesetze 

--^ oder <y = y.^. (43) 

Im Falle der reinen Biegung müssen die Normalspannungen 
ein Kräftepaar liefern; die Summe der Zugspannungen muß 
daher gleich der Summe der Druckspannungen sein. Dabei 
ist zu beachten, daß Gl. (43) die Spannung 6 auch schon dem 
Vorzeichen nach richtig angibt, indem die nach verschiedenen 
Seiten der Nullinie gerichteten Abstände y mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen zu rechnen sind. W^ir können daher auch 
einfacher sagen, daß die algebraische Summe aller Normal- 
Spannungen für den ganzen Querschnitt gleich Null sein muß. 
In Form einer Gleichung heißt dies 

wenn die Summierung über den ganzen Querschnitt ausgeführt 
wird. Nach Einsetzen von 6 aus Gl. (43) wird daraus 

C^ ydF :=^^ CydF^O oder CydF « 0. (44) 

Die Summe CydF stellt aber das statische Moment der Quer- 
schnittsfläche in bezug auf die Z-Achse dar, und die Bedingung, 
daß dieses Moment NuU sein muß, lehi*t uns, daß die mit der 
Z-Achse zusammenfallende Nullinie durch den Schwer- 
punkt des Querschnittes geht. 

Ferner muß das statische Moment des aus den Spannungen 
gebildeten Kräftepaares gleich dem Biegungsmomente M sein. 
Dabei genügt es indessen nicht, daß beide nur der Größe nach 
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einander gleicli sind; beide Kräftepaare müssen vielmehr auch 
in derselben Ebene liegen — und wir werden nachher sehen, 
daß diese letzte Bedingung ebenso wichtig ist als die andere. 
Wenn der Querschnitt des Stabes, wie es sehr häufig bei den 
Anwendungen der Fall ist, symmetrisch gestaltet ist und alle 
äußeren Kräfte in der Symmetrieebene liegen, ist diese Be- 
dingung freilich von selbst erfüUt, sobald man die Nullinie, 
wie es wegen der Symmetrieeigenschaften nicht anders sein 
kann, senkrecht zur Symmetrieebene annimmt. Wir wollen 
hier zunächst den einfachsten Fall behandeln, nämlich den Fall, 
daß die Nullinie in der Tat senkrecht zur Ebene des Kräfte- 
paares M steht. Dagegen wollen wir nicht gerade von vorn- 
herein annehmen, daß der Querschnitt symmetrisch gestaltet 
sei; vielmehr wollen wir ganz allgemein untersuchen, unter 

welchen Bedingungen jener einfachste Fall eintritt. 

Die Momentengleichung für die Nullinie (oder die Z- 

Achse) liefert ^ 

J6dFy^M 

oder, wenn man 6 aus Gl. (43) einsetzt, 

^ Cy^dF=^M. (45) 

Die über den ganzen Querschnitt ausgedehnte Summen- 
größe Tf/^rfF ist nur noch von der Gestalt des Querschnitts 

abhängig und kann, wenn diese gegeben ist, entweder durch 

Ausführung der Integration oder, wenn diese zuviel Schwierig- 
keiten machen sollte, durch eine mechanische Quadratur be- 
rechnet werden. Sie wird das Trägheits^moment des Quer- 
schnitts für die Z-Achse genannt. Schreibt man dafür ®, so 
folgt aus Gl. (45) 

Damit ist die Aufgabe gelöst, für irgendeinen vorher ins 
Auge gefaßten Punkt des Querschnitts mit dem Abstände y^ 
von der Z-Achse die Spannung 0q zu berechnen. Mit Rück- 
sicht auf 61. (43) kann man auch die Zeiger in Gl. (46) 
nachträglich noch streichen. 
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Gewöhnlicli will man die größte Spannung 6 berechnen, 
die überhaupt im Querschnitte auftritt Man hat dann unter 
y^ in GL (46) den größten Abstand von der NuUinie eu ver- 
stehen, der im Querschnitte vorkommt. In diesem Falle kann 
man die beiden nur von der Querschnittsgestalt abhängigen 
Größen in GL (46) zu einer einzigen zusammenfassen^ indem 

man setzt ^ 

- == TT. (47) 

Die Größe W wird das Widerstandsmoment des Quer 
Schnitts genannt. Hiermit geht 61. (46) über in 

*-#, (48) 

wobei der Zeiger an 6 der Einfachheit wegen weggelassen ist, 
obschon man sich wohl zu erinnern hat, daß diese Spannung ö 
nur an der äußersten Kante auftritt. Aus der Bedeutung von 
folgt, daß es eine Größe von der Dimension cm* ist, d. h. 
daß es die vierte Potenz einer Länge darstellt. Die Dimension 
von W ist cm*. In den von den Hüttenwerken herausgegebenen 
Verzeichnissen der von ihnen gewalzten Eisenträger ist zur 
Bequemlichkeit des Benutzers für jedes Profil sowohl & als W 
angegeben. Gewöhnlich beziehen sich diese Angaben auf 1 mm 
als Längeneinheit; will man in cm rechnen, wie es hier immer 
geschieht, so muß man demnach bei vier und bei W drei 
Stellen abschneiden. 

Um uns zu überzeugen, daß 61. (46) den Dimensionen nach 
richtig ist, setzen wir die Benennungen der auf der rechten 
Seite vorkommenden Größen ein, indem wir die zugehörigen 
Zahlenwerte unbeachtet lassen. Wir erhalten dann^ da Jlf in 
cm kg anzugeben ist, 

cm kfif kff 
f -cm — %, 

cm* cm' ' 

und dies ist in der Tat die Dimension einer bezogenen Spannung. 
Die vorausgehenden Gleichungen gelten aber nur unter 
der Voraussetzung, von der aus sie abgeleitet sind, daß näm 
lieh die NuUinie senkrecht zur Ebene des Biegungsmoments M 
steht. Ob und unter welchen Umständen diese Voraussetzung 

Pöppl, Feitf^eitolehre. 5. Anfl. 6 
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zutrifft, lehrt uns eine zweite Momentengleichung, die aus- 
spricht, daß die Ebene des aus den Spannungen ö zusammen- 
gesetzten Eräftepaares mit der Ebene des Biegungsmoments 
zusammenfällt. Dazu bilden wir die statischen Momente in 
bezug auf die Y-Achse des Querschnitts. Diese Achse sei in 
der Ebene des Biegungsmoments angenommen, also durch den 
Querschnittsschwerpunkt senkrecht zur NuUinie gezogen, und 
das statische Moment der äußeren Kräfte ist daher für sie 
gleich Null. Dasselbe muß also auch von dem statischen 
Momente der Spannungen zutreffen. Wir haben also 

j0dFe=^O oder fgydF^O, (49) 

wobei die letzte Form der Gleichung wieder durch Einsetzen 
von 6 aus GL (43) aus der vorhergehenden gefunden wird. 

Auch die Summengröße Ty^erd-F hängt nur von der Ge- 
stalt des Querschnitts und von der Richtung der Schwerpunkts- 
achse ab, die mit der NuUinie zusammenfällt. Alle Summen- 
größen, die über den Querschnitt zu erstrecken sind und die 
Produkte aus den Flächenelementen und den Querschnitts- 
koordinaten enthalten, bezeichnet man als Momente und be- 
mißt deren Grad nach der Zahl der Querschnittskoordipaten, 
die als Faktoren in jenen Produkten auftreten. Wie das Träg- 
heitsmoment ist daher SLUchfy^dF als ein Moment zweiten 
Grades des Querschnitts zu bezeichnen. Man hat ihm noch 
die besonderen Namen „Zentrifugalmoment" oder auch 
„Deviationsmoment" gegeben. Es soU mit * bezeichnet 
werden, wobei die besonderen Achsenrichtungen durch ange- 
hängte Zeiger kenntlich gemacht werden können. Gl. (49) kann 
hiernach auch in der Form 

®,. - (50) 

ausgesprochen werden. Damit ist die gesuchte Bedingung ge- 
funden; nur dann, wenn das Zentrifugalmoment des 
Querschnitts für ein durch den Schwerpunkt gelegtes 
rechtwinkliges Achsenkreuz, von dem eine Achse in 
die Ebene des Moments der äußeren Kräfte fällt, 
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gleich Xull ist, könneu die SpaDnuu^en nach den eia- 
fachen Formeln (46) oder (48)' berechnet werden. 

Ein Trägheitsmoment kann nie zu Null werden, da e? 
sich aus lauter positiven Oliedem zusammensetzt. Dagegen 
tragen alle FUchenteile des Querschnitts, die im ersten und 
dritten Quadranten des Achsenkreuzes liegen, positive, alle im 
zweiten und vierten Quadranten negative Glieder zum Zentri- 
fugalmomente bei. Das Zentrifugalmoment kann daher eben- 
Howohl negativ als positiv oder gleich "SuR werden. Der letzte 
Fall wird, wie man ohne weiteres einsieht, immer bei sym- 
metrischen Querschnitten eintreten, wenn eine Achse des 
Acbsenkreuzea mit der Symmetrieachse zusammeiii'ällt, denn 
die Beiträge von je zwei spiegelbildlich zueinander liegenden 
Flächenteilen heben sich gegeneinander gerade auf. 

Ehe wir die Berechnung der Spannungen auf den Fall 
ausdehnen, daß O^, nicht gleich Null ist, mflssen wir einige 
geometrische Betrachtungen über die Momente zweiten Grades 
einschalten. 

§ 19. TrägheitB- and Zentrlfug&lmomente von Qaer- 
scbnittsfläohen. 
Wir wollen uns zunächst die Aufgabe stellen, die Tr^- 
heitemomente eines Querschnitts für alle Achsen, die man in 
der Querschnittaebene ziehen kann, untereinander zu vergleichen 
In Abb. 19 gebe die schraf- 
fierte Fläche eine Querscbnltts- 
fläcbe von beliebiger Gestalt 
an-, AA sei die Achse, fiir die 
man das Trägheitsmoment be- 
rechnen soll, und S sei der 
Schwerpunkt der Fläche. Man 
ziehe durch S eine zweite 
Achse, die zu AA parallel ist. 
Das Tr^heitsmoment für diese 

Schwerpunktsachse sei einfach mit @, das für die Achse AA, 
die den Abstand a von S hat, mit &g bezeichnet. Der Ab- 
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ataiid eines Fiächenelementes dF toii der SchwerpuuktsiicliBe 
sei mit y bezeichnet und "positiT oder negativ gerechnet, je 
nachdem y in entgegengesetzter oder in gleicher Richtung mit 
a liegt. Dann hat man: 

®_ _ J(j, + aydF =fy»dF + 2afijäF + a?fdF. 

Das erste Glied gibt das Trägheitsmoment # filr die 
Schwerpnnktsachse an. Das zweite Glied ist gleich Null, denn 
JydF ist das atatische Moment der Querachnittsfläche fUr eine 
durch den Schwerpunkt gehende Achse, und dieses verschwindet 
fUr alle Schwerliuien. Im dritten Gliede kann manJäF zur 
ganzen (jfuerBcbnittBfläcbe F zusammenfassen. Die vorige Glei- 
chung vereinfacht sich daher zu 

©„-0 + a»-F. (51) 

Man kann hiernach auf sehr einfache Weise ftlr alle 
übrigen Achsen die Trägheitsmomente angeben, sobald man sie 
i&T alle Schwerpunktsachaen kennt. Dieser Satz wird Imufig 
gebraucht, um das Tmgheitsmoment eines Querschnitts zu be- 
rechnen, der sich aus verschiedenen Flächen von einfacher 
Gestalt, z. B. aus lauter Rechtecken, wie der I-förmige Quer- 
schnitt zusammensetzt, wovon bei den Aufgaben noch weiter 
die Rede sein wird. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Trägheits 
momente für die in ver- 
schiedenen Richtungen 
durch den Schwerpunkt 
gezogenen Achsen mit- 
einander zu vergleichen. 
Wir legen in Abb. 20 
durch den Schwerpunkt 
V in beliebiger Richtung 
ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz der YZ 
and und ziehen noch 
eine dritte Schwerlinie 
... „ AA, die mit der ¥■ 
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Richtung den beliebigen Winkel a bildet. Die Koordinaten 
eines Flächenelementes dF seien yy z, der Abstand zwischen 
dF und AA mit v und der Abschnitt, den v auf AA von S 
an gerechnet bildet, mit u bezeichnet. Dann ist 

u = y cos « + sin a, 
r = — y sin a + jsr cos cc. 

Für das Trägheitsmoment S„ in bezug auf die Achse AA 
erhalten wir 

©„ = Jv^dF = ^(jßr cos a — y sin a)*di^. 

Beim Ausquadrieren geht dies über in 

&„ = cos^aJz^dF + sin^afy^dF — 2 sin a cos aJyzdF, 

Die hier noch Yorkommenden Summengrößen bilden aber 

die Momente zweiten Grades für die Koordinatenachsen der y 

und z. Versteht man unter ®^ das Trägheitsmoment in bezug 

auf die Y-Achse, also 

e^^Jg^dF 

und entsprechend bei den anderen Momenten, so hat man auch 

6„ = cos*a0y + sin*ad, — sin 2aO^^. (52) 

Wir bilden sofort auch das Zentrifugalmoment <Z>„ für 
die Achse AA und eine zu ihr senkrecht gezogene. Nach der 
Definition des Zentrifugalmoments ist 

<E>„ =fuvdF ^'fiy cos « + ;gr sin a) (— y sin « + ^ cos a) dF. 

Nach Ausmultiplizieren und Einsetzen der Werte für die dabei 
auftretenden Summengrößen geht dies über in 

0^ « ^^^ sin 2a + «y. cos 2a. (53) 

Mit Hilfe der Gleichungen (52) und (53) vermögen wir 
die Momente zweiten Grades für alle anderen Schwerpunkts- 
achsen anzugeben, wenn sie für irgend zwei zueinander senk- 
rechte Achsen bereits bekannt sind. Wir wollen jetzt unter- 
suchen, für welche Richtungen der Schwerpunktsachse das 
Trägheitsmoment zu einem Maximum oder Minimum wird- 
Dazu differentiieren wir 0^ nach a und erhalten 



86 Dritt«r Abechuitt. Biegung des geraden Stabes 

^ = _2co3asina0j, + 2 8macoaa0, — 2 cos 2« O^, 
= (0, — @j,) sin 2a — 2 cos 2a *,, 

2*„. 

Für ein Mazimnm oder Minimiim von B^ muß der Dide- 
rentialquotient verschwiaden, und wir sehen, daß dies bei jenen 
AcliseQ zutrifft, für die das Zentrifugalmoment Terschwindet. 
Durch Auflösen der Gleiohung *„ = erhalten wir für diese 
ausgezeichneten Richtungen 

ts2«-^.- (54) 

Welchen Wert auch der Bruch auf der rechten Seite 
haben möge, man kann immer zwei zwischen und 2x lie- 
gende Winkel, die sich um zwei Rechte voneinander unter- 
scheiden, angeben, deren Tangente gleich diesem Werte ist. 
Es gibt also auch immer zwei zwischen und x liegende 
Winkel a, von denen der eine um einen Rechten größer ist 
als der andere, für die das Zentrifugalmoment zu Null wird 
und einen größten oder kleinsten Wert annimmt. Ob der 
eine oder der andere Fall vorliegt, verm^ man leicht mit 
Hilfe des zweiten Diöerentialquotienten zu entscheiden. Es 
genfigt aber auch, darauf aufmerksam zu machen, daß sich 9 
stetig ändert, wenn man die Achse AA eine Umdrehung aus- 
führen läßt, und daß daher von den beiden ausgezeichneten 
Werten notwendig der eine ein Maximum, der andere ein 
Minimum sein muß. Die beiden zueinander senkrechten Rich- 
tungen, die durch 61. (54) bestimmt sind, werden die^Haupt- 
achsen des Querschnitts genannt. 

Jeder beliebig gestaltete Querschnitt hat also immer min- 
destens zwei durch den Schwerpunkt gehende Hauptachsen. 
TAT»- -"fällig 0^^ = 0, so sind die Koordinatenachsen nach 
selbst die Hauptachsen. Ks kann aber auch ror- 
daß jede Schwerpunktsachse des Querschnitts zugleich 
)tachse ist, nämlich dann, wenn O^^ — und zugleich 
ist. Der Bruch auf der rechten Seite von GL (54) 
inn die unbestimmte Form ^ an; wir erkennen aber 
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aus GL (53), daB in diesem Falle 0^ für jede Achse AA za 
Null wird, und ans 6L (52) folgt, daB dann alle Tiagheits- 
momente 0^ untereinander gleich sind. Dieser Fall liegt z. B. 
bei einem Quadrate oder überhaupt bei jedem regelmäßigen 
Vielecke vor. 

Um die Zentrifngalmomente brauchen wir uns in der 
Folge nicht weiter zu kümmern. Dagegen wollen wir noch 
eine geometrische Darstellung ableiteu, mit deren Hilfe man 
die in den yorausgehenden Formeln ausgesprochenen Gesetz- 
mäßigkeiten leicht zu überblicken Termag. Zu diesem Zwecke 
können wir uns die Koordinatenachsen der y und g Ton Tom- 
herein in die Richtungen der Hauptachsen gelegt denken. 
GL (52) yereinfacht sich unter dieser Voraussetzung zu 

e„ = cos»« öy + sin*« e,. (55) 

An Stelle der Tiagheitsmomente selbst wollen wir in 
diese Gleichung die Trägheitsradien einführen. Dividiert 
man nämlich jedes Trägheitsmoment durch die Fläche des 
Querschnitts, so erhält man eine Größe, die das Quadrat einer 
Länge darstellt Setzt man also 

iJ--^. (56) 

so bedeutet i^ den quadratischen Mittelwert der Abstände aller 
Flächenelemente des Querschnitts von der Achse. Dieser Mittel- 
wert wird als Trägheitshalbmesser bezeichnet; man rechnet, 
da er eine Strecke bildet, mit ihm oft viel bequemer als mit 
dem Trägheitsmomente selbst Durch Division mit F geht 
GL (55) über in 

ij = cos*aiy* + sin*«*/. (57) 

um i^ als Funktion des Richtungswinkels « geometrisch 
darzustellen, würde es am nächsten liegen, die Größe von i^ 
auf jeder Schwerpunktsachse abzutragen und alle Endpunkte 
durch eine Kurve zu verbinden. Wenn auch gegen diese Dar- 
stellung nichts einzuwenden ist, so wäre sie doch nicht be- 
quem, da die erhaltene Kurve vom vierten Grade wäre und über 
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ihre Eigenschaften nichts als bekannt vorausgesetzt werden 
könnte. Man muß bei solchen Darstellungen immer suchen, mit 

wohlbekannten Kurven, also namentlich mit Kurven zweiten 

Grades, auszukommen. Dies ist hier auch leicht möglich, wenn 

man auf jeder Schwerpunktsachse nicht i^ selbst, sondern eine 

Strecke abträgt, die ihr umgekehrt proportional ist. Zu diesem 

Zwecke wähle man eine beliebige Strecke m und bilde zu 

jedem Trägheitshalbmesser i den Wert 



nv 
t 



(58) 

Setzt man den Wert von i aus dieser Gleichung in Gl. (57) 
ein, so geht sie nach einer einfachen Umformung über in 



/r^ cos a \ 2 /t^ sin a \ > 



(59) 



und dies ist, wenn r^ als Radiusvektor auf jedem Strahle a 
abgetragen wird, die Mittelpunktsgleichung einer EUipse, auf 

2 der die Endpunkte 

der Radienvekto- 
ren enthalten sind. 
Der Maßstab, in 
dem die Ellipse 
gezeichnet ist, 
hängt von der 
Wahl des belie- 
bigen Faktors m 
in Gl. (58) ab. 
Noch etwas 
übersichtlicher 
wird die Darstel- 
lung, wenn man 
sich einer bekann- 
ten Eigenschaft 
der EUipse erinnert. Zieht man nämlich in Abb. 21 zu dem 
Durchmesser ÄA einer Ellipse eine parallele Tangente TT, so 
ist das Perpendikel p vom Mittelpunkte auf die Tangente durch 
die Gleichung 




Abb. il. 
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j)2 ^ ^2 gin» a + b^ cos^ a (60) 

gegeben, und aus dem Vergleiche mit 61. (57) folgt, daß p 
den zu ÄA gehörigen Trägheitshalbmesser angibt, wenn man 
die Halbachsen a == i^ und b = i^ macht. Die auf diese Art 
erhaltene Ellipse ist übrigens unter jenen enthalten, die bei 
der vorigen Darstellung gefunden wurden. Es ist nämlich 
jene, für die m'-i,». 

gewählt wird, denn beide stimmen sowohl in den Richtungen 

als in den Größen der Hauptachsen miteinander überein. Es 
ist zweckmäßig, auch wenn man an der ersten Darstellung 

festhalten will, m stets in dieser Größe zu wählen. Die so 
bestimmte Ellipse heißt allgemein die Trägheitsellipse. 
Man kann nämlich die ganze vorausgehende Betrachtung mit 
geringer Änderung auch für alle Strahlen durchführen, die 
nicht durch den Schwerpunkt, sondern durch einen anderen 
beliebig gewählten Punkt des Querschnitts gezogen sind; ich 
habe hier da^on abgesehen, da ich nicht unnötigerweise um- 
ständlicher in der Darstellung werden wollte, als es durch den 
Zweck geboten ist. Für die durch den Schwerpunkt gehenden 
Achsen führt die Trägheitsellipse den besonderen Namen 
Zentralellipse. 

Wenn die Zentralellipse gegeben ist, findet man den zu 
irgendeiner Achse gehörigen Trägheitshalbmesser am einfachsten, 
indem man eine parallele Tangente an die Ellipse zieht und 
deren Abstand vom Mittelpunkte mit dem Zirkel abmißt. Man 
hat dann keine Umrechnung nötig, wie sie nach Gl. (58) er- 
forderlich wird, wenn man von dem Radiusvektor t ausgeht, 
der von der Zentralellipse auf dem Strahle abgeschnitten wird. 

Eine andere graphische Darstellung der durch die vorhergehen- 
den Gleichungen ausgesprochenen Gesetzmäßigkeiten liefert der von 
Mohr angegebene Trägheitskreis. Um zu diesem zu gelangen, 
drückt man zuerst in Gl. (55) cos^a und sin^a im doppelten Winkel 

aus, womit man 

0« + 0, , öy — ©, 

erhält. Außerdem erhält man aus Gl. (53), wenn man beachtet, daß 
jetzt <1> == zu setzen ist, 
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S 

0„ ^-^ — ^ sin 2a. 

Nun trage man in einem passenden Maßstabe & und ß^ auf einer 
Abszissenachse auf (Abb. 22) und errichte über den Endpunkten die- 
ser Strecken einen Kreis, so 
daß & — &^ den Durch- 
messer bildet. Dann stellen 
nach den vorhergehenden 
Formeln die Koordinaten ir- 
gendeines Kreispunktes die 
Momente S^ und O^ dar, die 
9 zu einer Achse gehören, die 
mit der F- Achse den Winkel 
a einschließt, wenn der nach 
dem Kreispunkte gezogene 
Badius den Winkel 2 a mit 
der Abszissenachse bildet. 
Diese Darstellung schließt 
sich eng an die des Span- 
nungskreises an, der in § 8 besprochen wurde. 

Ich habe bisher immer nur von den Trägheitsmomenten 

für solche Achsen gesprochen, die in der Querschnittsebene 
selbst enthalten sind. Man kann die Untersuchung leicht 
auch auf solche Fälle ausdehnen, bei denen die Achse einen 

beliebigen Winkel mit der Querschnittsebene bildet (oder ihr 
parallel ist). In der Festigkeitslehre kommt indessen nur 
noch einer von diesen Fällen in Frage, nämlich das Trägheits- 
moment für eine zur Querschnittsebene senkrechte Achse. 
Dieses wird als das polare Trägheitsmoment bezeichnet. 
Gebraucht man dafür den Buchstaben 0^, so ist es definiert 
durch den Ansatz 




©^ ^frdF, 



wenn r der senkrechte Abstand zwischen dF und der Achse 
ist. Zieht man durch den Schnittpunkt der Achse mit der 
Querschnittsebene wieder zwei Koordinatenachsen, so hat man 

y8 = y2 _j_ ^8 



und daher 



®p=®y+ O,. 



(61) 
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öp ist also mit gegeben, wenn man die Zentralellipse kennt. 
Bezeichnet man die Hauptträgheitsmomente mit @j und &^ 
und beachtet, daß die Koordinatenachsen jetzt in beliebiger 
Richtung gezogen sein durften, so erhält man aus GL (61) 
noch die einfache Beziehung 

d. h. die Summe der Trägheitsmomente für irgend zwei auf- 
einander rechtwinklige Achsen, die in der Querschnittsfläche 
durch einen gegebenen Punkt gezogen sind, ist konstant. 

Anmerkung. Denkt man sich die Fläche, von der hier die 
Rede war, gleichmäßig mit Masse belegt, so werden die Trägheits- 
und Zentrifugalmomente dieser Massenverteilung aus denen der Fläche 
durch Multiplikation mit der auf die Flächeneinheit bezogenen 
Massendichte gefunden. Wir sind daher berechtigt, später in der 
Dynamik von den hier nachgewiesenen Gesetzmäßigkeiten ebenfalls 
Gebrauch zu machen, ohne sie nochmals von neuem ableiten zu 
müssen. 

§ 20. Berechnung der Spannungsverteilung bei schiefer 

Belastung. 

Schief nennt man die Belastung eines auf Biegung be- 
anspruchten Stabes, wenn die Ebene der Lasten nicht durch 
eine Hauptachse des Querschnitts geht. In diesem Falle zer- 
legt man jede Kraft in zwei Komponenten parallel zu den 
beiden Querschnittshauptachsen und setzt die beiden Kompo- 
nenten von jeder Richtung zu einem Biegungsmomente zu- 
sammen, dessen Ebene dann ebenfalls durch eine Hauptachse 
geht. Man kann auch, wenn die gegebenen Kräfte schon vor- 
her zu einem Biegungsmomente vereinigt waren, dessen Ebene 
nicht durch die Hauptachse ging, dieses nachträglich in zwei 
durch die Hauptachse gehende Kräftepaare zerlegen. Wird der 
Winkel, den in diesem Falle die Ebene des Biegungsmomentes 
M mit einer der Hauptachsen bildet, mit a bezeichnet, so 
sind die Momente der beiden Komponenten gleich Mcosa und 
gleich Msina, Dann berechnet man die Spannungen, die durch 
jede Komponente für sich genommen im Querschnitte hervor- 
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gerufen werden, nach Gl. (46) oder Gl. (48), die hier anwend- 
bar sind. Die durch das Zusammenwirken beider Komponen- 
ten entstehenden Spannungen findet man daraus durch alge* 
braische Summierung der beiden Werte. Im ganzen hat man 
daher 

e^-^-.y+- .g. (62) 

Eine einfache Betrachtung läßt im einzelnen Falle er- 
kennen, an welcher Stelle des Querschnitts 6 seinen größten 
Wert annimmt. 

Zur Begründung dieses Verfahrens kann man sich ent- 
weder auf das Gesetz der Superposition verschiedener Span- 
nungszustände berufen oder man kann auch darauf hinweisen, 
daß die durch Gl. (62) angegebene Spannungsverteilung linear 
ist und dabei das Gleichgewicht zwischen den äußeren und 
inneren Kräften herstellt. Bei linearer Spannungsverteilung 
ist ein solches Gleichgewicht nur auf eine einzige Art möglich, 
denn die Richtung der Nullinie bestimmt eindeutig die Ebene 
des aus den Spannungen resultierenden Kräftepaares, und die 
Größe der Spannung in einem gegebenen Abstände von der 
Nullinie bestimmt ebenfalls eindeutig die Größe des statischen 
Moments dieses Kräftepaares. — Wenn das Gesetz der Super- 
position für den betreffenden StoflF nicht gültig ist, verliert 
die zuerst gegebene Begründung ihre Bedeutung. In diesem 
Falle ist aber auch kaum anzunehmen, daß die Spannungs- 
verteilung linear ist, und die andere Begründung versagt daher 
ebenfalls. In der Tat darf man in diesem Falle nicht darauf 
rechnen, daß Gl. (62) ziemlich genau richtig ist; ihre An- 
wendung kann vielmehr zu erheblichen Abweichungen von der 
Wirklichkeit führen. Indessen gilt dies, wie schon öfters be- 
merkt, bei allen Festigkeitsberechnungen, die sich auf solche 
Stoflfe beziehen. 

Ein einfaches Beispiel möge noch die Anwendung von 
61. (62) zeigen. Ein Holzbalken sei als Dachpfette verwendet, 
so daß eine Querschnittsseite in die Neigung der Dachfläche 
fällt. Der Querschnitt des Balkens ist in Abb. 23 gezeichnet. 
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Nimmt man an, daß die Belastung Q des ganzen Balkens (samt 
Eigengewicht) gleichmäßig über die 
ganze Spannweite l verteilt ist, so 
hat man zunächst für das Biegungs- 
moment in der Mitte, wie man leicht 
findet, 



Jf- 



9i 

8 



Die Ebene von M steht loi- 
recht und bildet daher Winkel von cc 



und 



n 



a mit den Hauptachsen. Die 

Komponenten von M in den durch 
die Hauptachsen gelegten Ebenen sind 
in die Abbildung eingeschrieben. 

Das Trägheitsmoment 0, eines Rechtecks folgt aus 




Abb S3. 






und das Widerstandsmoment TT daher 



W.^ 



6 



Die Momente für die andere Hauptachse findet man daraus 
durch Vertauschung von b mit h. — Durch das Achsenkreuz 
der Y und Z wird das Rechteck in vier Quadranten zerlegt, 
von denen zwei durch die Komponenten Msina und -3f cosa 
Spannungen entgegengesetzten Vorzeichens erfahren, während 
sich bei den beiden anderen die Spannungen addieren. Man 
erkennt daraus, daß an der Ecke A die größte Druck- und 

bei B die größte Zugspannung auftritt und daß beide von 
der gleichen Größe sind. Diese größte Spannung folgt aus 

Jlfcosa Msina QMcoaa . QMama 

+ 



<y = 



+ -, 



W, ' Wy bh* ' b*h 



Die in Abb. 23 mit c bezeichnete Breite der Horizontal- 
projektion des Balkens ist 

c =* & cos a + Ä sin a, 
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und man kann daher für den vorausgehenden Ausdruck auch 
einfacher „ ,^ 

^ = "6^ (63) 

schreiben, was für die Ausführung der Berechnung am be- 
quemsten ist. Für M hat man entweder den vorher an- 
gegebenen Wert einzusetzen, oder wenn die Belastung nicht 
gleichförmig verteilt sein sollte, das anderweitig in der Kraft- 
ebene berechnete Biegungsmoment. Mit c = 6 geht der Fall 
in den einfacheren über, daß die zu h parallele Symmetrie- 
achse in die lotrechte Kraftebene fällt. Seinen größten Wert 
nimmt c an, wenn eine Diagonale des Rechtecks in horizontaler 
Richtung geht. Wenn die Lasten gegeben sind, erfährt nach 
Gl. (63) der Balken bei dieser Lage die größte Beanspruchung. 



§ 2L Exzentrische Zug- oder Druokbelastung eines Stabes. 

Wir nehmen jetzt an, daß die äußeren Kräfte am einen 

Teile des Stabes sich auf eine einzige Kraft zurückführen 
lassen, die senkrecht zum Querschnitte steht, aber nicht durch 
den Schwerpunkt geht. Dieser Belastungsfall führt die in 
der Überschrift angegebene Bezeichnung. Offenbar handelt 
es sich hierbei um einen Fall der zusammengesetzten Festig- 
keit, nämlich um das Zusammenwirken einer achsialen Be- 
lastung mit einer reinen Biegungsbelastung. Denn nach den 
früher gegebenen Vorschriften ist die äußere Kraft zu er- 
setzen durch eine ihr gleiche und parallele, die im Schwer- 
punkte angreift, und durch das bei dieser Parallelverlegung 
auftretende Kräftepaar, dessen Ebene durch die Stabmittellinie 
geht. Dieses Kräftepaar zerlegen wir noch, wie im vorigen 
Paragraphen, in zwei Komponenten nach den Richtungen der 
Hauptachsen. 

In Abb. 24 ist von dem Querschnitte nur die Zentral- 
ellipse gezeichnet; man kann sich den Querschnittsumriß be- 
liebig hinzudenken. Ä sei der Angriffspunkt der äußeren 
Kraft P mit den Koordinaten u und v in bezug auf die Haupt- 
achsen. Dann ist noch irgendein Flächenelement dF des Quer- 
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Schnitts mit den Koordinaten y und is angegeben. Die Span- 
nung ö am Orte yjs setzt sich aus drei Gliedern zusammen^ nämlich 



-1+ 



Pv Pu 

0y ^ ■*■ 0^ 




Abb. 84. 



Das erste Glied rührt von 
der achsialen Belastung her; 
im zweiten Gliede ist Pv das 
Moment des EräftepaareS; 
dessen Ebene parallel zur 
Hauptachse Z ist, und ähn- 
lich im dritten Gliede. Durch 
Einfuhrung der Trägheitshalb- 
messer, die gleich den Halb- 
achsen a und b der Zentral- 
ellipse sind, an Stelle der Trägheitsmomente geht die vorige 
Gleichung über in 

« = Ai + I^ + -«')• («*) 

In der neutralen Achse des Querschnitts muß dieser Aus- 
druck verschwinden, wir erhalten daher als Gleichung der Nullinie 

(65) 

Darin sind y und z die Koordinaten von Punkten der 
Nullinie, die selbstverständlich — nämlich weil dies schon bei 
der Aufstellung der Ausdi-ücke für die Spannungen voraus- 
gesetzt wurde — eine gerade Linie ist. Die Koeffizienten von 
y und js in 61. (65) hängen von den Koordinaten u und Vf 
also von der Lage des Angriffspunktes der exzentrischen Be- 
lastung ab. Jedem Punkte A ist durch Gl. (65) eine be- 
stimmte Nullinie zugeordnet. Wir wollen uns jetzt die Auf- 
gabe stellen, diesen Zusammenhang näher zu ergründen. 

Zu diesem Zwecke sei zunächst angenommen, der Angriffs- 
punkt Ä liege auf der Zentralellipse. Die Koordinaten irgend- 
eines Punktes dieser Ellipse seien mit i^, J bezeichnet. Dann 
hat man die Ellipsengleichung 



a« "^ 5* ^• 



7}' 

a 



+ 



1. 



(60) 



/ 
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Setzt man nun w =- ty und v = 5? so wird Gl. (65) be- 
friedigt, wenn wir y = — rj und z == — ^ annehmen, denn diese 
Gleichung geht dann in Gl. (66) über. Wir erkennen daraus 
zunächst; daß die Nullinie durch den dem Angriffspunkte dia- 
metral gegenüberliegenden Punkt der Zentralellipse geht, falls 
der Angriffspunkt selbst auf der Zentralellipse liegt. Weiter 
folgt aber noch, daß die Nullinie in diesem Falle die Zentral- 
ellipse berührt. Um dies zu beweisen, differentiieren wir die 
Gleichungen beider Linien. Wir finden 

1* , V dz ^ 

S dt 



a* "^ 5« dri " ^' 



und wenn wir in die erste Gleichung die vorher angenommenen 
Werte von u und v einsetzen und die zweite Gleichung auf den 
auf der Zentralellipse liegenden Punkt der Nullinie anwenden, 
finden wir in der Tat, daß an dieser Stelle 

dz _ dt 

dy dri 

ist, daß also die Nullinie und die Zentralellipse an dieser Stelle 
gleich gerichtet sind. Damit ist die Lage der Nullinie voll- 
ständig bestimmt, für den Fall, daß der Angriffspunkt der Be- 
lastung' auf der Zentralellipse enthalten ist. 

Wir denken uns jetzt den Angriffspunkt aus seiner ersten 
Lage längs des durch den Schwerpunkt gezogenen Strahles 

verschoben. Dann ändern sich u und v beide in demselben 

dz 
Verhältnisse. Auf den Wert des Differentialquotienten ^, 

also auf die Richtung der Nullinie, ist dies ohne Einfiuß. 
Die NulITnie verschiebt sich also dabei parallel zu sich selbst. 
Wenn etwa u und v doppelt so groß geworden sind als vorher, 
müssen wir y und z überall halb so groß als vorher annehmen, 
um Gl. (65) wieder zu befriedigen. Daraus folgt, daß die Null- 
linie um so näher an den Schwerpunkt heranrückt, je weiter 
sich der zugehörige Angriffspunkt entfernt, und zwar so, daß 
das Produkt der Abstände beider vom Schwerpunkte konstant 
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bleibt. Die NuUinie schneidet die Zentralellipse; wenn der 
Angriffspunkt außerhalb der Ellipse liegt, und sie geht außen 
vorbei im umgekehrten Falle. Wenn der Angriffspunkt ins 
Unendliche rückt, geht die Nullinie zuletzt durch den Schwer- 
punkt selbst. — Dieses Resultat war schon nach dem Früheren 
zu erwarten, denn in diesem Falle kommt die achsiale Be- 
lastung gegenüber dem biegenden Eräftepaare nicht mehr in 
Betracht, und wir können geradezu den Fall der reinen Biegung 
als jenen Sonderfall der exzentrischen Belastung betrachten, bei 
dem diese Belastung durch eine unendlich ferne und dabei un- 
endlich kleine Krafb von endlichem Momente hervorgebracht 
wird. Dies führt uns nur wieder auf eine aus der allgemeinen 
Statik bekannte Deutung eines Kräftepaares. — Wenn um- 
gekehrt der Angriffspunkt mit dem Schwerpunkte zusammen, 
fällt, rückt die Nullinie ins Unendliche, d. h. wir haben eine 
gleichförmige Spannungsverteilung über den ganzen Querschnitt. 

Wir sind jetzt imstande, mit Hilfe der Zentralellipse für 
jede beliebige Lage des Angriffspunktes die zugehörige Null- 
linie sofort anzugeben. Wir brauchen dazu nur einen Strahl 
vom Schwerpunkte nach dem Angriffspunkte zu ziehen, uns 
zuerst den Angriffspunkt auf dem Schnittpunkte dieses Strahles 
mit der Zentralellipse zu denken, die dazu gehörige diametral 
gegenüberliegende Tangente zu ziehen und diese schließlich 
parallel zu verschieben, bis sich ihr Abstand vom Mittelpunkte 
im umgekehrten Verhältnisse geändert hat wie der Abstand 
des Angriffspunktes. 

Wir wollen aber die Untersuchung noch um einen Schritt 
weiter führen. Der Angriffspunkt soll nämlich jetzt eine be- 
liebige gerade Linie beschreiben. Zu jeder Lage gehört eine 
bestimmte Nullinie, und es fragt sich, wie sich die Lage der 
Nullinie ändert, während der Angriffspunkt längs seiner Bahn 
fortrückt. Die Gleichung dieser Bahn sei 

wobei a und ß beliebig gegebene konstante Größen sind. Wir 
fassen zunächst irgend zwei Lagen u^, t;^ und Ug, v^ auf dieser 

FOppl, Fastigkeitalehre. 5. Aufl. 7 
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Bahn ins Auge, suchen die zugehörigen Nullinien auf und 
ermitteln, in welchem Punkte beide sich schneiden. Die Glei^ 
chungen beider Nullinien sind nach Gl. (65), wenn man 
v^ »^ au^ + ß setzt und ebenso für v^ 

Um die Koordinaten des Schnittpunktes beider Nullinien 
zu erhalten, müssen wir diese Gleichungen nach y und g auf- 
lösen. Wir finden 

y««».«. , |, (67) 

wie man sich auch nachträglich leicht durch Einsetzen dieser 
Werte in die Gleichungen überzeugt. Die Abszissen u^ und u, 
der auf der Bahn des Angriffspunktes beliebig herausgegriffenen 
beiden Punkte sind aus den gefundenen Werten vollständig 
herausgefallen. Daraus folgt, daß es gleichgültig ist, welche 
besonderen Punkte man auf der Bahn ausgewählt hat; alle 
Nullinien, die zu den Angriffspunkten auf dieser Bahn ge- 
hören, schneiden sich gegenseitig in demselben Pupkte, dessen 
Koordinaten durch die Gl. (67) angegeben sind. Mit anderen 
Worten heißt dies: Wenn sich der Angriffspunkt längs 
einer beliebigen Geraden verschiebt, dreht sich die 
Nullinie um einen dieser Geraden zugeordneten Punkt. 
Die Art dieser Zuordnung stimmt mit jener überein, die 
wir schon vorher kennen lernten. Denn denkt man sich jetzt 
umgekehrt den durch die Gl. (67) angegebenen Punkt als An- 
griifepunkt» 8«t.t also 

und führt diese Werte in die Gleichung der Nullinie GL (65) 
ein, so geht diese über in 

g^ay + ß. 

Wenn man also den Punkt^ um den sich vorher die Null- 
linie drehte, nachher als Angriffispunkt wählt, so fallt die ihm 
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zugehörige NuUinie mit jener Linie zusammen, die yorlier als 
Bahn des AngrifPspunktes gedient hatte. 

Wir sehen, daß hierdurch jedem Punkte der Ebene eine 
Gerade und umgekehrt eindeutig zugeordnet ist. Dies erinnert 
an die Lehre Ton den Polaren in der Geometrie der Kegel- 
schnitte. Nur insofern besteht hier ein Unterschied, als nicht 
wie bei den Polaren einer den Kegelschnitt (die „Ordnungs 
kurre*') berührenden Geraden der Berührungspunkt, sondern 
der diametral gegenüberliegende Punkt zugeordnet ist und 
ähnlich in jedem anderen Fälle. Li Anlehnung an den Sprach- 
gebrauch in der Geometrie der Kegelschnitte bezeichnet mau 
daher die einander entsprechenden Punkte und Geraden als die 
Antipole und die Antipolaren. 

Mit diesen Bezeichnungen können wir die vorausgehenden 
Ergebnisse in den Sätzen zusammenfassen: 

1. Jedem Punkte der Querschnittsebene, der als 
Angriffspunkt der Belastung gedacht wird, ist die 
Antipolare dieses Punktes in bezug auf die Zentral- 
ellipse als NuUinie zugeordnet, und umgekehrt ent- 
spricht jeder als NuUinie beliebig gewählten Geraden 
der Querschnittsebene der Antipol dieser Geraden als 
Angriffspunkt der Belastung. 

2. Wenn sich der Angriffspunkt auf einer belie- 
bigen Geraden verschiebt, dreht sich die zugehörige 
NuUinie um den Antipol dieser Geraden. 

3. Wenn sich die NuUinie um einen beliebigen 
Punkt dreht, schreitet der zugehörige Angriffspunkt 
auf der Antipolaren dieses Punktes weiter. 

Man kann noch hinzufügen: 

4. Wenn der Angriffspunkt auf einer Kurve zweiter 
Ordnung fortschreitet, hüllt die NuUinie einen an- 
deren Kegelschnitt ein und umgekehrt. 

§ 22. Der Querschnittskem. 
Im Anschlüsse an die vorhergehenden Betrachtungen stellen 
wir uns jetzt die Aufgabe, alle Lagen des Angriffspunktes 
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anzugeben, bei denen nur Spannungen von einerlei Vorzeichen 
im Querschnitte auftreten. Alle diese Angriffspunkte liegen 
innerhalb einer Fläche, die als der Kern des Querschnitts 
bezeichnet wird, um den Kern des Querschnitts zu erhalten, 
denke man sich alle möglichen Linien gezogen, diä den Quer- 
schnittsumfang entweder berühren oder überhaupt mindestens 
einen Punkt mit ihm gemeinsam haben, ohne ins Innere 
der Fläche einzutreten. Wir wollen den Inbegriff aller dieser 
Linien den den Querschnitt umhüllenden Tangentenbüschel 
nennen. Jedem Strahle dieses Büschels entspricht ein Punkt 
des Eemumrisses, nämlich der Antipol des Strahles. Wäh- 
rend der Strahl alle möglichen Lagen des Tangentenbüschels 
durchläuft), beschreibt der Antipol den Umfang des Kerns. 
Denkt man sich, nahdem der Kernumfang konstruiert ist, den 
Angriffspunkt in die Fläche des Kerns gerückt, so rückt die 
zugehörige NuUinie weiter nach außen und man erkennt dar- 
aus, daß in der Tat nur Spannungen gleichen Vorzeichens bei 
dieser Lage des Angriffspunktes auftreten können. Dies gilt 
auch noch, wenn der Angriffspunkt auf dem Umfange des 

Kernes liegt; dabei sinkt nur an einer oder auch an einigen 
Stellen des Querschnittsumfanges die Spannung bis auf Null 

herab. Sobald aber der Angriffspunkt über den Kern hinaus 
gerückt wird, kommen Spannungen von entgegengesetztem Vor- 
zeichen im Querschnitte vor. 

Diese Betrachtungen werden namentlich bei der Berech- 
nung von Mauerpfeilern angewendet. Da Mauerwerk in ge- 
wöhnlicher Ausführung wenig widerstandsfähig gegen Zug- 
beanspruchung ist, muß man diese zu vermeiden suchen, und 
man stellt daher als Regel auf, daß der Angriffspunkt der 
Belastung, die in einem Querschnitte des Mauerpfeilers über- 
tragen wird, nicht außerhalb des Querschnittskernes liegen 
soll. Diese Forderung beruht auf der allen diesen Unter- 
suchungen zugrunde liegenden Voraussetzung, daß die Span- 
nungsverteilung linear ist. Man kann freilich Bedenken tra- 
gen, ob diese Voraussetzung gerade bei Mauerwerk, das dem 
Hookeschen Gesetze sicher nicht gehorcht, hinreichend genau 
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zutrifft. Indessen hat sich die Kegel ganz wohl bewährt, und 
man braucht daher kein Bedenken gegen ihre Anwendung zu 
tragen. 

Schließlich soll die Aufsuchung des Kerns noch an einigen 
einfachen Beispielen, zunächst für den rechteckigen Quer- 
schnitt erläutert werden. Die 
Querschnittsseiten seien, wie 
in Abb. 25 angegeben, mit a 
ifbd h bezeichnet. Wie schon 
vorher gefunden (S. 93), ist 
das Trägheitsmoment des 
Rechtecks für die zur Seite a 
parallele Hauptachse gleich 

— , der Trägheitsradius also 



-K— T 



gleich 



l/l2 



0,2887 6. Für 




die andere Hauptachse hat 
man nur a an die Stelle von h 
zu setzen. Wir haben damit 
die Halbachsen der Zentral- 
eUipse gefunden, tragen diese 
auf den Symmetrieachsen des 
Querschnitts auf und kon- 
struieren die Ellipse. Von dem Tangentenbüschel, der den 
Querschnitt einhüllt, kommen vier ausgezeichnete Lagen in 
Betracht, nämlich jene, die mit je einer Querschnittsseite zu- 
sammenfallen. Bei den übrigen Lagen geht der Strahl durch 
eine der Ecken des Rechtecks. Aus einer Hauptlage geht *der 
Strahl daher in die nächste über, indem er sich um die da- 
zwischen liegende Ecke dreht. Dabei beschreibt der Antipol, 
wie wir früher fanden, eine gerade Linie. Wir erkennen dar- 
aus, daß der Kemumriß ein Viereck, und zwar, der Symmetrie 
wegen, ein Rhombus ist. Es genügt daher, die auf den Haupt- 
achsen liegenden Eckpunkte aufzusuchen. Dem Strahle aa des 
Tangentenbüschels entspricht der Antipol A, Der mit b be- 
zeichnet« Abstand dieses Punktes vom Schwerpunkte multipliziert 
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mit dem Abstände der Linie aa, also mit ö^» ist gleich dem 
Quadrate des Trägheitsradius, also 

« . _ =- — oder jßf = —- • 
2 12 6 

Jede Diagonale des Kerns ist daher gleich dem dritten 
Teile der zu ihr parallelen Rechteckseite. Dies entspricht der 
Regel^ daß bei Mauerpfeilem der Angriffspunkt der Belastung, 
falls er in einer Symmetrieebene enthalten ist, im mittler^ 
Drittel der Fuge bleiben soll. — Der Kern ist in Abb. 25 
durch Schraffierung hervorgehoben. 

Für eine kreisförmige Querschnittsfläche ist der 
Kern natürlich selbst wieder ein Kreis. Um das Trägheits- 
moment einer Kreisfläche zu berechnen, geht man am ein- 
fachsten Yon dem polaren Trägheitsmomente aus. Ein Bing 
vom Radius r und der Breite dr trägt, da alle seine Flächen- 
elemente gleichen Abstand vom Mittelpunkte haben, 2nr^dr 
zu 0p bei. Wird der Radius des Kreises mit a bezeichnet, so 
hat man daher 






5ta* 1 . a 



Für alle in der Querschnittsebene enthaltenen Achsen ist 
gleich groß und nach dem in 61. (61) ausgesprochenen Satze 
daher halb so groß als ® . Wir haben daher für und den 
Trägheitsradius i 

& = ^ und . 2 

Das Produkt aus dem Kernradius z und dem Abstände 
einer den Querschnittsumfang berührenden Tangente ist gleich 

dem Quadrate des Trägheitsradius, daher ^ = ^, womit die 
Aufgabe gelöst ist. 

Ein elliptisch begrenzter Querschnitt wird am ein- 
fachsten als Projektion eines Kreises aufgefaßt. Ist a die 
große, h die kleine Halbachse und setzt man & = a cos a, ver- 
steht also unter a den Neigungswinkel jener Kreisfläche gegen 
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die Projektionsebene^ so hat man für das Trägheitsmoment 0^ 
in bezug auf die große Hauptachse 



jz^dF - cos»« j^Y^dF^ 



®^ — / z^dF = cos*« f z^^dF^ — cos'a- ^ ^ 

Dabei sind unter xTj und dF^ jene Größen zu verstehen, 
deren Projektionen e und dF bilden. Ebenso hat man 

S^v^ I y^dF^GOsa I y^^dF^-^cosa^^^^^^^ 

denn hier sind die Abstände y^ und y einander gleich, da y^ 
parallel zur Projektionsebene geht. Für die Trägheitsradien 
findet man hieraus durch Division mit dem Flächeninhalte der 

ElUpse . 6 , . a 

♦^«- und *, = -. 

Die Zentralellipse ist daher dem Querschnittsumrisse ähn- 
lich. Auch der Kern ist eine hierzu ähnliche und ähnlich 
liegende Ellipse, deren Halbachsen, die sich ganz wie beim 
Kreise berechnen lassen, den vierten Teil jener vom Quer- 
schnittsumrisse ausmachen. 



§ 23. Bereohnung der BiegnngsBpannongen mit Hilfe 

des Kerns. 

Schon früher wurde darauf hingewiesen, daß der Fall der 
reinen Biegungsbeanspruchung als ein Sonderfall der exzen- 
trischen Belastung aufgefaßt werden kann. Wir können daher 
die Entwicklungen in § 21 benutzen, um noch eine andere 
Lösung der schon in § 20 behandelten Aufgabe daraus abzu- 
leiten. 

In Abb. 26 ist der Querschnitt als Rechteck gewählt; er 
könnte aber ebensogut auch irgendeine andere Gestalt haben. 
Zentralellipse und Querschnittskern sind ebenso wie in Abb. 25 
eingetragen. Mit BB ist die Spur der Ebene bezeichnet, in 
der das Kräftepaar vom Biegungsmomente M liegen möge. 
Wir fassen dieses Kräftepaar als eine unendlich kleine und 
unendlich ferne Kraft auf, deren Angrifi'spunkt daher der un- 
endlich ferne Punkt der Geraden BB ist. Die zugehörige 
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Nullinie NN ist die Antipolare dieses Punktes, und sie geht 
daher in der Richtung des zu BB konjugierten Durchmessers 
der Zentralellipse. Wir finden diese Richtung, indem wir im 
Durchschnittspunkte von BB mit der Zentralellipse eine Tan- 
gente konstruieren. Zu dieser geht NN parallel. Die größte 

Spannung tritt an den 
Kanten auf, die den größ- 
ten Abstand, nämlich den 
Abstand e von der Null- 
linie haben. Um diese 
Spannung, die mit 6q be- 
zeichnet werden soll, zu 
berechnen, schreiben wir 
noch die Bedingung an, 
daß das Moment aller 
Spannungen gleich dem 
Momente des biegenden 
Kräftepaares für die Mo- 
■"*"*mentenachse NN sein 
muß. Daß die Spannungen 
ein Kräftepaar liefern, das 
in der Ebene der äußeren 
Kräfte liegt, ist schon 
durch die Festsetzung der 
richtigen Lage der Null- 
linie verbürgt; wir brau- 
^ chen uns also nur noch 
um die Größe der Mo- 
mente zu kümmern. 
Hierbei ist zu beachten, 
daß die Nullinie iV^^ nicht senkrecht zur Ebene des Biegungs- 
momentes M steht, sondern einen Winkel a mit ihr bildet. 
Das Moment des biegenden Kräftepaares in bezug auf die 
Achse NN ist daher nicht gleich M, sondern gleich M sin a 
zu setzen. Für die Spannung in irgendeinem Flächenelemente dF, 
das den Abstand y von NN haben möge^ können wir nach dem 
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Nayierschen SpannnngsyerteilniigBgesetEe — y setzen, und die 
Momentengleiclmng lantet daher 



Msina = 'jJy'dF='-iQ,r, 



wenn mit Sa das Trägheitsmoment für die Achse NN be- 
zeichnet wird. 

Andererseits ist aber nach der Definition des Kerns 

km = P, 

oder, wenn wir an Stelle der drei auf BB liegenden Strecken 
ihre Projektionen auf eine zu NN senkrechte Linie einfuhren, 

ä; sm a • c — r = -^ , 

denn i ist nach der Definition der ZentraleUipse der zu NN 
gehörige Tragheitshalbmesser. Setzt man den hieraus folgen- 
den Wert von &jf in die erste Gleichung ein und löst sie 
nach ^0 au^ so erhält man das einfache Resultat 

^0 "^ yri ' (68) 

' Man kann diesem noch eine etwas andere Fassung geben^ 
wenn man dem durch 61. (47) zuerst eingeführten Begriffe des 
Widerstandsmoments W eine erweiterte Bedeutung yerleiht, 
nämlich darunter das Produkt aus der Querschnittsfläche F 
und der ,,Kernweite'' Tc versteht. Diese neue Definition steht 
nämlich nicht im Widerspruche mit der durch 61. (47) ge- 
gebenen, die nur für den Fall gültig war, daß die Biegungs- 
ebene durch eine Querschnittshauptachse geht. In der Tat ist 

in diesem Falle Tcy^ « t* und daher — ^ F -k. Im Sinne 

dieser erweiterten Definition läßt sich 61. (68) auch in der Form 

*o = # (69) 

schreiben, und sie stimmt dann genau mit der für die gerade 
Belastung abgeleiteten 61. (48) überein. 

Die Berechnung nach diesen Formeln ist an sich viel ein- 
facher als die in § 20 gegebene.. Indessen wird dabei voraus- 
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gesetzt^ daß der Querschnittskem bereits bekannt sei. Wenn 
in den Profiltabellen der Hüttenwerke der Kern in jedes Walz- 
eisenprofil eingezeichnet wäre, was schon öfters vorgeschlagen 
wurde und nächstens vielleicht auch einmal ausgeführt wird, 
würde sich die Anwendung der Gl. (68) und (69) schnell ein- 
bürgern. Solange der Kern aber nicht von vornherein ge- 
geben ist; wird man mit der Rechnung schneller auf dem 
früher angegebenen Wege fertig. 

Mit Hilfe dieser Betrachtung kann man auch leicht be- 
urteilen, welche Richtung der Biegungsebene BB die größte 
Gefahr für die Festigkeit des Stabes bedingt, d. h. bei welcher 
Richtung die Kantenspannung 6^ den größten Wert annimmt, 
wenn das Biegungsmoment M der Größe nach gegeben ist. 
Es ist jene Richtung, zu der die kleinste Kernweite Je gehört, 
beim rechteckigen Querschnitte also die zu einer Diagonale 

senkrechte Richtung. 

Dieses letzte Ergebnis stimmt übrigens mit einer schon 

am Schlüsse von § 20 gemachten Bemerkung überein. 



§ 24. Berechnung der Sohubspanniingen im gebogenen Stabe. 

Bisher stand immer der Fall der reinen Biegungsbean- 
spruchung im Vordergrunde, und für diesen hatten wir Grund 
genug zu der Annahme, daß überhaupt keine Schubspannungen 
im Querschnitte übertragen werden. Wir betrachten jetzt den 
allgemeineren Fall, daß die äußeren Kräfte am einen Stabteile 
neben einem Biegungsmomente auch noch eine Scherkraft V 
liefern. Nach dem Grundsatze der Superposition verschiedener 
Spannungszustände wird dadurch an der Verteilung der Normal- 
spannungen 6 Über den Querschnitt nichts geändert. Wir 
können daher die früher durchgeführte Berechnung von 6 auch 
im allgemeinen Falle ohne weiteres anwenden. Dagegen 
bleibt hier noch die Frage zu entscheiden, wie sich die Schub- 
spannungen, die zusammen die Resultierende V geben, über 
den Querschnitt verteilen. Wir sind dabei in etwas günstigerer 
Lage als bei der Frage der Verteilung der Normalspannungen, 
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die wir ungefähr in der gleichen Weise lösen mußten wie 
Alexander, als er den Gordischen Knoten durchhieb. In der 
Tat ist die Yerteilong der Schubspannungen durch die Ver- 
teilung der Normalspannungen schon bis zu einem gewissen 
Grade mit bedingt. Man erkennt dies schon aus den allge- 
meinen Betrachtungen des ersten Abschnitts. Die erste der 
Gleichungen (5), die das Gleichgewicht der Spannungen an 
einem unendlich kleinen Parallelepiped aussprechen, lautet, wenn 
wir die Komponente X der äußeren Kraft gleich Null setzen, 

dx * cy dz 

Denken wir uns die X-Achse in die Stabmittellinie und 
die F- Achse in die Ebene der äußeren Kräfte, also in die Rich- 
tung yon V gelegt, so spricht diese Gleichung den notwendigen 
Zusammenhang zwischen der Verteilung der Normalspan- 
nungen 6 und der Schubspannungskomponenten t^^ und r^, 
über den Querschnitt aus, denn nach den Gleichungen (4) ist 
^*f — Ty, und r,, = r,jp. Freilich reicht diese Gleichung allein 
noch nicht yollständig aus, die Schubspannungskomponenten 
zu berechnen. Es muß immer noch eine mehr oder minder 
willkürliche Annahme hinzutreten. 

Wir wollen zunächst den Fall behandeln, daß der Quer- 
schnitt des Stabes ein Rechteck ist und die Kraftebene durch 
eine Hauptachse geht. Dann liegt es nahe, r^, » zu setzen, 
denn es ist kein Grund zu der Vermutung gegeben, daß Schub- 
spannungen im Querschnitte rechtwinklig zur Ebene der äußeren 
Kräfte auftreten sollten. Wir wissen vielmehr sicher, daß an 
den zur Kraftebene parallelen Querschnittskanten r^^ » sein 
muß, weil an den dazugehörigen Seitenflächen des Balkens 
von außenher keine Kräfte r,, einwirken. — Mit dieser An- 
nahme, die schließlich darauf hinauskommt, daß alle Schichten, 
in die man sich den Balken parallel zur Kraftebene zerlegt 
denken kann, gleiche Formänderungen ausführen, oder daß 
überhaupt alle Formänderungs- und Spannungsgrößen von der 
Querschnittskoordinate a unabhängig sind, geht die vorige 
Gleichung über in 
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d^xy 
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und da ff^ schon überall als bekannt vorauszusetzen ist, läßt 
sich aus ihr die Verteilung der Schubspannungsn über den 
Balkenquerschnitt leicht ableiten. 

Es kommt zwar auf dasselbe hinaus, ist aber anschau- 
licher, wenn man diese Betrachtung durch eine andere erset;2t. 
Die 61. (5) bezogen sich auf das Gleichgewicht eines unend- 
lich kleinen Parallelepipeds. Wir wollen dieselbe Schlußfolge- 
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Abb. 87 



rung, die zu ihnen führte, jetzt auf das Gleichgewicht eines 
etwas größer abgegrenzten Körperteiles anwenden. In Abb. 27 
ist links ein Stück der Ansichtszeichnung des Balkens, rechts 
der Querschnitt dargestellt, und der scheibenförmige Teil des 

Balkens, dessen Gleichgewicht 
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Abb. 88. 



j^wir untersuchen wollen, ist in 
beiden Projektionen durch Schraf- 
fierung hervorgehoben. Außer- 
^ dem gibt Abb. 28 noch eine Ge- 
samtübersicht des Balkens und 
der an ihm angreifenden Lasten. 
Wir stellen zunächst eine Be- 
ziehung auf, die zwischen dem Biegungsmomente M und der 
Scherkraft V für irgendeinen Querschnitt mm besteht. Nach 
der Bedeutung dieser Größen hat man 

X X 

r-'Ä-^P und M = Äx -^ P{x - p). 


Dififerentiiert man Jlf nach x, so erhält man 

Ä 



dM 
da 



X 
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Dabei wird yorausgesetzt, daß man beim Weiterrücken 
des Querscbnitts um die Strecke dx nicht über den Angriffs- 
punkt einer Einzellast hinausrückt^ denn an einer solchen 

Stelle ist zwar M selbst stetig, -j— erleidet aber einen plötz- 
lichen Sprung. Tritt indessen eine stetig verteilte Belastung 
an die Stelle des Systems der Einzellasten, so bleibt die Glei- 
chung immer noch gültig, da der Zuwachs, den M dann außer- 
dem noch erfährt, weil ein Belastungsdifferential, das vorher 
zur rechten Seite zählte, auf die linke Seite übertritt, nur von 
der zweiten Ordnung unendlich klein ist und daher nicht in 
Betracht kommt. * 

Man hat daher, wie aus dem Vergleiche der vorstehenden 
Formeln hervorgeht, allgemein 

^-% CO) 

denn auch V teilt mit dem Differentialquotienten von M die 
Eigenschaft, seinen Wert sprungweise zu ändern, wenn der 
Querschnitt über den Angriffspunkt einer Einzellast hinaus- 
gerückt wird. 

Man kann sich diese einfache, aber sehr wichtige Be- 
ziehung auch noch in anderer Weise klarmachen. Für den 
Schnitt mm waren die äußeren Kräfte links vom Schnitte auf 
die Scherkraft V im Querschnittsschwerpunkte und das Kräfte- 
paar vom Momente M zurückgeführt. Gehen wir um doc 
weiter, so muß V parallel um dx verlegt werden. Dabei tritt 
aber noch ein Kmftepaar Vdx auf, das die Änderung von M 
darstellt; aus dM ^ Vdx folgt aber Gl. (70) sofort. 

An dem in Abb. 27 angegebenen scheibenförmigen Körper- 
teile greifen die Spannungen an den drei Schnittflächen an. 
Wir wollen dabei nur auf das Gleichgewicht gegen Verschieben 
in horizontaler Bichtung achten. Von den Spannungen an 
den quer zur Stabachse gehenden Schnittflächen kommen dann 
nur die Normalspannungen 6 in Betracht. Nach Gl. (46) ist 

in dem Schnitte mit der Abszisse x 

M 
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und an dem Schnitte mit der Abszisse x + dx kommt noch 

ein Differential hinzu, das sich durch Differentiieren, also aus 

aa __ a^ y Vy 
dx dx 9 ~~ 

leicht feststellen läßt. Die Normalspannungen an beiden Schnitt- 
flächen wirken in entgegengesetzter Richtung; für das Gleich- 
gewicht gegen Verschieben kommt also nur ihr Unterschied 
in Frage. Im ganzen erhalten wir dafür 

* A 
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jd6dF^ dx ^fydF, 

u u 



wenn die Integration über den schraffierten Teil des Quer- 
schnitts ausgedehnt wird. 

In der dritten Schnittfläche wirkt nur die Schubspannung 
Ty^ in horizontaler Richtung, und zwar über die Fläche bdx. 
Die Gleichgewicbtsbedingung liefert 

h 
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tyj^dx == äx^ 
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woraus r^^ und damit auch die gesuchte Schubspannung t 
im Querschnitte, und zwar in der Entfernung u von der NuUinie 

s 
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y - isfy^^ (71) 



u 



folgt. Das Integral stellt das statische Moment des über u 
hinaus liegenden Querschnittsteiles in bezug auf die Nullinie 
dar. Für den rechteckigen Querschnitt ist 
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Wir wollen aber für dieses statische Moment außerdem noch 
den Buchstaben S setzen, also 61. (71) in der Form 
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schreiben, denn offenbar kann die voraasgehende Betrachtung 
auch dann angewendet werden, wenn der Querschnitt zwar 
nicht ein einfaches Rechteck bildet, aber doch dort, wo wir r 
berechnen wollen, durch zwei parallele Seiten begrenzt wird, 
wie z. B. der Steg eines I-Trägers. Auch für solche Fälle ist 
durch 61. (72) die Aufgabe gelöst, denn das statische Moment /S, 
das zu einem gegebenen u gehört, kann immer leicht gefunden 
werden. 

Durch Gl. (72) ist r als Funktion von u bestimmt und 
damit die Spannungsverteilung gegeben. Wir erkennen aus 
dieser Oleichung, daß t am Rande des Querschnitts verschwindet, 
also gerade dort, wo die Normalspannung ihren größten Wert 
annimmt, und daß umgekehrt r am größten wird in der Null- 
linie, also da, wo die Normalspannung verschwindet. Für den 
rechteckigen Querschnitt ist t eine Funktion zweiten Grades 
von u. Wenn wir diese Funktion durch eine Kurve darstellen, 
wie wir es früher taten, um die Verteilung der Normalspan- 
nimgen vor Augen zu führen, erhalten wir jetzt eine Parabel. 
Das lineare Spannungsverteilungsgesetz gilt also nur für die 
Normalspannungen und nicht für die Schubspannungen. 

Es bleibt jetzt noch die Verteilung der Schubspannungen 
über einen anders gestalteten Querschnitt zu besprechen. Wir 
wählen zur Erläuterung des Verfahrens einen kreisförmigen 
Querschnitt. Bei diesem dürfen wir nicht, wie vorher beim 
rechteckigen Querschnitte, die Schubspannungskomponenten r^„ 
die quer zur Kraftebene gehen, gleich Null setzen. Vielmehr 
muß am Umfange die resultierende Schubspannung in die 
Richtung der Querschnittstangente fallen, wenigstens dann, wenn 
am Umfange des Stabes keine äußeren Kräfte in der Richtung 
der Stabachse auftreten. Dies folgt aus dem Gleichgewichte 
eines unendlich kleinen Parallelepipeds, von dem eine Kante 
mit einem Elemente des Querschnittsumrisses zusammenfällt. 
Wenn die Schubspannuug am Umfange eine Komponente in 
der Richtung der Normalen zum Querschnittsumrisse haben 
sollte, müßte, um das Gleichgewicht gegen Drehen zu sichern, 
notwendig auch eine Kraft auf der Mantelfläche des Stabes in 
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Richtung der Stabachse übertragen werden, aus demselben 
Grunde, aus dem wir früher t^^ «= r^^ fanden. 

Es sei jetzt ausdrücklich vorausgesetzt, daß am umfange des 
Stabes, wenigstens in der Umgebung des Querschnitts, für den 
wir die Schubspannungen berechnen wollen, keine derartige 
äußere Kraft auftritt. Dann müssen notwendig die Schub- 
spannungen am Rande des Querschnitts in die Richtung der 
Tangente fallen. Für einen Punkt auf der F- Achse müssen 

sie der Symmetrie wegen 
in die Richtung dieser 
Achse fallen, und da- 
zwischen werden sie 
ii^endeine mittlere Rich- 
tung einnehmen. Man 
wird nicht viel von 
der Wahrheit abweichen, 

^wenn man annimmt, daß 

die Schubspannungen in 
jedem Punkte einer zur 
F-Achse senkrecht ge- 
zogenen Sehne alle durch 
jenen Punkt P in Abb. 29 
gehen, in dem die Tan- 
gente die F-Achse trifft. Bedenklicher ist freilich die andere An- 
nahme, die man hiermit verbindet, nämlich daß die in der Rich- 
tung der F-Achse gehende Komponente r,y auch hier noch 
unabhängig von der Querschnittskoordinate z sei. Sie ist in- 
dessen die einfachste, die man machen kann, und sie wird daher, 
um zu einem Näherungsresultate zu gelangen, zugrunde gelegt. 
Auf Grund dieser Annahmen läßt sich die Aufgabe jetzt 
leicht lösen. Man berechnet zuerst r^^ nach GL (72), wobei 
S wieder das statische Moment des in Abb. 29 schraffierten 
Querschnittsteiles bedeutet, der oberhalb der Stelle liegt, für 
die T^y aufgesucht wird, und fügt die Komponenten r^, ent- 
sprechend der Bedingung hinzu; daß die Resultierende durch 
den Punkt P gehen soll. 




Abb. 99. 
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Anmerkung. Für die Berechnung der Nietbolzen, die auf Ab- 
scheren beansprucht werden, ist die vorhergehende Betrachtung nicht 
anwendbar, weil am umfange dieser Bolzen von den sie umschließen- 
den Blechen her Kräfte, nämlich Eeibungen, übertragen werden können, 
die in der Eichtung der Stabachse gehen, während hier ausdrücklich 
vorausgesetzt war, daß solche Kräfte fehlen sollten. — Für die Be- 
rechnung der Nieten stützt man sich besser auf die Ergebnisse von 
Festigkeit« versuchen, die mit Nietverbindungen angestellt werden. 
Nach diesen Versuchen stellt sich die Festigkeit der Nieten ungefähr 
so hoch, als wenn sich die Schubspannungen gleicl)förmig über den 
Querschnitt verteilten. 



§ 25. Die Spannungstrajektorien. 

Da bei dem allgemeinen Falle der Biegungsbeanspruchung 
eines Stabes in jedem Querschnitte außer den Normalspannun- 
gen auch noch Schubspannungen übertragen werden, ist die 
Normalspannung keine Hauptspannung. Die Hauptrichtungen 
des Spannungszustandes sind vielmehr im allgemeinen gegen 
die Längsachse des Stabes unter irgendeinem Winkel geneigt. 

Es ist daher wünschenswert, noch eine Übersicht darüber 
zu erlangen, in welchen Richtungen die Hauptspannungen an 
den verschiedenen Teilen des Stabes auftreten. Man konstruiert 
zu diesem Zwecke Linien, die überall in die Richtungen der 
Hauptspannungen fallen. Diese Linien werden als Spannungs- 
trajektorien bezeichnet. Um sie zu erhalten, legt man eine 
Anzahl Querschnitte durch den Stab, berechnet für verschiedene 
Stellen dieser Querschnitte die Norraalspannung und die Schnb- 
spannung, wie es in den vorausgehenden Paragraphen gelehrt 
vnirde, und bestimmt dann nach Gl. (11) die Winkel (p, die 
die Hauptriehtungen des Spannungszustnndes mit der Stabachse 
bilden. Nachdem man so eine genügende Zahl von Tangenten 
der Spannungstrajektorien konstruiert hat, kann man diesq 
leicht freihändig in die Zeichnung des Stabes eintragen. An- 
statt dessen kann man auch die Gleichungen dieser Kurven mit 
Hilfe einer Integration erhalten, da die Tangente ihres Neigungs- 
winkels, also der Differentialquotient ^ - für sie bekannt ist. 

Föppl, Festigkeitslehre. 5. Atxü. 8 
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Ich habe diese Rechnungen nicht selbst durchgeffthrt. In 
Abb. 30 ist der Verlauf der Spannungstrajektorien für den 
Fall eines Stabes von rechteckigem Querschnitte, der an einem 

Ende eingemau- 
ert ist und am 
freien Ende eine 
Einzellast trägt, 
schätzungsweise 
angegeben. In 
der neutralen 
**Schicht schnei- 
den die Span- 
nungstrajekto- 
rien die Stab- 
achse unter Win- 
keln von 45®, da 
hier der Fall der 
> r reinen Schub- 

spannung vorliegt, und an der oberen und der unteren Be- 
grenzung steht die eine senkrecht zur Kante, während die Kante 
selbst auch eine Spannungstrajektorie ist. Selbstverständlich 
steht die eine Schar überall senkrecht zur anderen. 

Vorstehende Abb. 30 ist aus den früheren Auflagen über- 
nommen, und ich habe sie auch nicht beseitigen woUen, ob- 
schon ich jetzt in den Besitz einer weit genaueren Zeichnung 
für denselben BelastungsfaU gelangt bin, die in Abb. 31 wie- 
dergegeben ist. Der Vergleich beider Figuren soll dazu dienen, 
zu zeigen 9 wieweit man auf Grund bloßer Schätzungen den 
Verlauf dieser Linien anzugeben vermag. 

Herr Professor Blumenthal in Aachen hat nämlich für den 
in Abb. 30 angegebenen BelastungsfaU durch Integration der 
Differentialgleichungen nach einem Näherungsverfahren eine 
Reihe von Spannungstrajektorien mit großer Genauigkeit er- 
mittelt. Er hat mir freundlichst gestattet, seine Zeichnung hier 
wiederzugeben, wofür ich ihm auch an dieser Stelle meinen 
besten Dank aussprechen möchte. 
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Der Hauptfehler in Abb. 30 bestand darin, daß nicht dar- 
auf geachtet war, daß die obere und untere Begrenzungslinie 
des Balkens selbst Spannungstrajektorien darstellen. In Abb. 31 

tritt bei der durch den Punkt — gelegten Trajektorie ein Wen- 

depunkt auf, und Herr Prof 
Blumenthal macht ausdrück- 
lich darauf aufDoierksaiQ, daß 
dieser Wendepunkt nicht etwa 
auf eine Ungenauigkeit zurück- 
zuführen sei, sondern wirklich h^ — ?Cr"^^"yCr^"^5!^\v 7*^n/ yl^/* 
bestehe. 

Die Länge des Balkens 
ist in Abb. 31 mit a, die Höhe 
mit 2b bezeichnet und a = 6b 
angenommen. 

Für den Anatomen ist die 
Lehre von den Spanungstrajek- 
torien von Wichtigkeit, weil sich 
gezeigt hat, daß bei den Knochen 

der Menschen und Tiere, die dauernd in der gleichen Art belastet sind, 
die Anordnung der Zellen, aus denen si<5h die Knochen aufbauen, dem 
Laufe der Spannungstrajektorien folgt. Praktische Anwendungen dieser 
Lehre in der Technik sind zwar selten; indessen ist in neuerer Zeit 
eine aufgekommen, die hier Erwähnung verdient. Man verlangt näm- 
lidi von den Eisenbetonbalken öfters, daß die Eisenarmierung so an- 
geordnet werde, daß sie ungefähr wenigstens dem Laufe einer Span- 
nungstrajektorie folge. Das bedeutet, daß die Eiseneinlagen über die 
Hauptlänge des Balkens parallel zur Stabachse verlaufen, daß sie 
aber in der Nähe des Balkenendes, wo sich der Einfluß der Schub- 
spannungen den Biegungsspannungen gegenüber erst stärker bemerk- 
lich machen kann, ungefähr so abzubiegen sind, wie die Spannungs- 
trajektorien in der vorhergehenden Abbildung. 

§ 26. Einfluß der Sohubspannungen auf die Bruchgefahr. 

Unter gewöhnlichen Umständen hängt die Beanspructtung 
des Stabes nur von dem größten Werte ab, den die Normal- 
spannung 6 an den äußersten Fasern annimmt. Da dort die 

Schubspannun^ verschwindet, braucht man auf sie bei der 
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Festigkeitsberechnung in der Regel gar nicht zu achten. Das 
ändert sich aber, wenn der Stab sehr kurz und dick ist. Wegen 
der geringen Länge sind die Hebelarme und daher die Biogungs- 
momente und mit diesen auch die Normalspannungen 6 klein^ 
während die Schubspannungen davon nicht berührt werden. 
Bei kurzen^ dicken Stäben kann daher die Beanspruchung auf 
Schub in der Querschnittsmitte gefiLhrlicher werden, als die 
Beanspruchung auf Zug oder Druck in der äußersten Faser. 

Hierzu bemerke ich noch, daß die Beachtung der Schub- 
spannungen namentlich dann von Wichtigkeit werden kann, 
wenn das Material eine besonders geringe Schubfestigkeit hat, 
wie es beim Holze in Schnittrichtungen, die parallel zu den 
Fasern laufen, zutriflFt. Es kommt nicht selten vor, daß ein 
Holzbalken, dessen Spannweite selbst zehnmal so groß sein kann, 
als die Querschnittshöhe, durch die Überwindung der Schub- 
festigkeit in der neutralen Schicht bricht, wenn er in der Mitte 
belastet wird. 

Es möge daher noch berechnet werden, von welchem 
Werte dieses Verhältnisses ab die Bruchgefahr nur noch durch 
die Normalspannungen bedingt ist. Ich setze dabei einen Holz- 
balken von der Länge l und der Querschnittshöhe h voraus, 
der in der Mitte die Last P trägt. Dann ist V ^ P/2 und 
M^Fl/A: zu setzen. Für die größte Normalspannung 6 er- 
hält man 6P2 

und für die Schubspannung r in der neutralen Schicht nach 
öl. (72) p 5^ 

2*8 8 P 
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Wenn das Verhältnis zwischen der Druckfestigkeit (die 
beim Holze gewöhnlich etwas kleiner ist als die Zugfestigkeit, 
beide für Schnittrichtungen senkrecht zur Faser gerechnet) und 
der* Schubfestigkeit zwischen den Fasern mit n bezeichnet wird, 
bestimmt sich das Verhältnis zwischen l und h aus der Gleichung 

6PZ SP, In 

l~i n *=* ^ T • TT > 8.1S0 >- =* TT • 
4 6/r ^ bh^ h 2 
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Nun wird n nicht leicht größer als etwa 10, die Spann- 
weite darf also nur etwa fünfmal so groß sein . als die Quer- 
schnittshöhe, wenn eine Bruchgefahr durch die Schubspan- 
nungen gegeben sein soll; ausnahmsweise (wie es scheint^ 
besonders bei Weißtannenholz) kann n aber auch noch größer 
werden. So abnorm große Werte yon n kommen indessen bei 

' anderen Materialien als Holz überhaupt nicht vor, auch nichi 

bei gewalztem Schweißeisen, das sich dem Holze noch am 
meisten mlhert, und es ist daher gerechtfertigt, wenn man bei 
gewöhnlichen Biegungsberechnungen die Schubspannungen ganz 
unberücksichtigt läßt. 

Ein Fall muß indessen noch erwähnt werden. Bei einem 
Balken von I-formigem Querschnitte ist nämlich das statische 
Moment S in 61. (72) unmittelbar unterhalb des Flantsches 
fast ebenso groß als für die neutrale Schicht. Die Schub- 
spannungen erreichen daher an dieser Stelle schon beträcht- 
Uche Werte, während die Normalspannung gegenüber dem 
größten Werte an der äußersten Faser noch nicht viel ab- 
genommen hat. Es kann daher vorkommen, daß die Haupt- 
Spannung an dieser Stelle größer wird als in der äußersten 
Faser, und zwar wird dieser Fall auch hier wieder um so eher 
vorkommen können, je beträchtlicher die Schubspannungen im 
Vergleiche zu den Normalspannungen ausfallen, also bei Stäben 
von geringer Länge und großer Höhe. Eine Berechnung, die 
sich hierauf bezieht, befindet sich unter den Aufgaben am 

I Schlüsse des Abschnitts. 



§ 27. Ctonietete Träger. 

Ein Stab, der eine Biegnngsbelastung aufnehmen soll, 
wird oft aus mehreren Teilen zusammengesetzt, derart, daß 
der Querschnitt aus der Summe der Querschnitte der einzelnen 
Teile besteht. Wenn die Teile des Stabes fest miteinander 
zusammenhingen, wurden in den Flächen, in denen diese Teile 
andnander grenzen, Schubspannungen übertragen werden. Diese 
Spannangen &llen hier fort^ — soweit sie nicht etwa durch 
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Reibungen in den Grenzfläclien ersetzt werden. Damit sich 
aber der zusammengesetzte Stab doch ähnlich verhalten kann, 
als wenn er aus einem Stücke wäre^ müssen die sonst durch 
die Schubspannungen übertragenen Kräfte durch die Verbin- 
dungsteile aufgenommen werden^ die das Ganze zusammenhalten. 
Sehr häufig verwendet man genietete Blechbalken, denen 
man einen den gewalzten I-Trägem ähnlichen Querschnitt gibt, 
um wie bei diesen mit möglichst wenig Materialaufwand ein 
möglichst großes Trägheits- oder Widerstandsmoment zu er- 
zielen. Der Steg und die rechtwinklig dazu verlaufenden Gurt- 
platten werden durch Winkeleisen aneinander geschlossen, und 

alle Teile werden durch Vernietung mit- 

i • ! einander verbunden. Hier sind es die Nie- 

I j 

1 \ ^ 'i^ ] ten, durch die aUe Schubspannungen 
Q ^ #51^ O übertragen werden müssen. Wir wollen 
i i 1* berechnen, wie groß die Kraft ist, die 

auf einen solchen Nietbolzen trifft, der 
den Anschluß der Winkeleisen an den 
^^^ g, Steg bewirkt. In Abb. 32 ist ein klei- 

nes Stück von der Ansichtszeichnung 
eines genieteten Blechträgers gegeben* Die Entfernung zwischen 
zwei aufeinander folgenden Nieten sei gleich e. Der durch 
einen schwarzen Kreis angegebene Niet N muß für den Unter- 
schied der Normalspannungen 6 in den durch ihn angeschlossenen 
Winkeln und Gurtplatten für zwei um e voneinander entfernte 
Querschnittsfiächen aufkommen. In der Tat gleicht der Fall 
ganz dem in § 24 behandelten; es ist nur an die Stelle des 
Abstandes dx in Abb. 27 hier der endliche Abstand e getreten. 
Man hat wie dort 

31 , .^ JM Ve 

tf^-^y und Jö^-^y^^^y, 

wobei nur die endliche DifiFerenz ^6 für das DiflFerential- d6 
eingetreten ist. Die von dem Niete zu übertragende Kraft P 
folgt daraus 

P ~fj0dF = ^fydF - J . 8, (73) 

wenn mit S das statische Moment des durch den Niet an- 
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geschlosseQen QuersclinittsteileB in bezog auf die Nullinie be- 
zeichnet wird. 

Früher hat man auch öfters aus Holz sogenannte verzahnte oder 
verdübelte Träger zusammengesetzt Jetzt macht man seltener davon 
Gebrauch, und ich will daher nicht näher darauf eingehen, bemerke 
vielmehr nur noch, daß deren Berechnung ebenfalls nach Gl. (73) 
erfolgen kann. 

§ 28. Die elastische Linie des gebogenen Stabes. 

Bisher war unser Augenmerk nur auf die Berechnung der 
Spannungen gerichtet. Um die Formänderungen kümmerten 
wir uns nur so weit^ als es nötig war^ um daraus Anhalts- 
punkte für wahrscheiuliche Annahmen über die Spannungs- 
verteilung zu erlangen. Jetzt wollen wir uns die Frage nach 
der Gestalt der elastischen Linie vorlegen, also jener Linie, in 
die die Stabmittellinie durch die Biegung übergeht. Dabei soll 
aber von vornherein vorausgesetzt werden, daß der Biegungs- 
pfeil gering bleibt, da andere Fälle fast ganz ohne Bedeutung 
iür die Anwendungen sind. 

Zu diesem Zwecke berechnen wir zunächst, wie groß der 
Winkel dq> ist, um den sich zwei im Abstände dx aufeinander 
folgende Querschnitte bei der Biegung gegeneinander drehen. 
Dieser Winkel dq> soll als der Biegungswinkel bezeichnet 
werden. Eine Faser, die den Abstand y von der Nullinie hat, 
erfahrt eine Längenänderung ydq>, die nach dem Elastizitäts- 
gesetze mit der spezifischen Spannung ö an dieser Stelle in 
einem Zusammenhange steht, der durch die Proportion 

ydq> a 

~dx E 

ausgesprochen wird. Für 6 führen wir den durch GL (46) an- 
gegebenen Wert ein und erhalten 

Das Produkt aus dem Elastizitätsmodul E und dem Träg- 
heitsmoment 9, das- in dieser Gleichung auftritt, bildet ein 
Maß für den Widerstand, den der Stab einer Biegung dq) ent- 
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gegensetzt; es soll daher als die Biegungssteifigkeit des 
Stabes bezeichnet werden. 

Gleichung (74) kann noch auf zwei andere Formen ge- 
bracht werden, die für die Anwendung meistens bequemer sind. 
Zunächst führen wir den Krümmungsradius q der elastischen 
Linie mit Hilfe der Beziehung gdq) = dx ein und erhalten 

Andererseits hat man aber für q nach den Lehren der 
analytischen Geometrie den Ausdruck 



[' + m'] 



i 



9— d^ 

dx* 

wenn jetzt y nicht mehr die Koordinate eines Punktes des 

Querschnitts, sondern die Ordinate der elastischen Linie be- 
deutet. In unserem Falle weicht die Kurve, deren Krümmungs- 
halbmesser wir betrachten, nur sehr wenig von einer Ge- 
raden ab. Wenn wir die Ordinaten y von der ursprünglichen* 

Lage der Stabachse aus rechnen, ist daher ^ die Tangente 

eines sehr kleinen Winkels, und das Quadrat dieses sehr kleinen 
Bruches kann daher ohne merklichen Fehler in dem voraus- 
gehenden Ausdrucke gegen die Einheit vernachlässigt werden. 

Dadurch geht q in den reziproken Wert von j^ über, und 
Gl. (75) liefert, wenn man dies einsetzt, 

Das Vorzeichen von q ist nämlich zunächst unbestimmt, 
da im Zähler des Ausdrucks für q eine Quadratwurzel steht. 
Es muß daher nachträglich so gewählt werden, daß es mit 
den übrigen Festsetzungen in Übereinstimmung steht. Nun 
wird M dann positiv gerechnet, wenn es den in horizontaler 
Lage gezeichneten Stab so krümmt, daß sich die Hohlseite 
nach obenhin kehrt. Zugleich wollen wir die Einsenkungen y 
positiv rechnen, wenn sie, wie gewöhnlich, nach abwärts gehen. 
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In diesem Falle ist aber bei dem auf zwei Stützen ruhenden 

(l t/ 
Balken —^ am größten am linken Auflager des Balkens; es wird 

dann, wenn wir weiter nach der Mitte hin gehen, allmählich 
kleiner, wird dann zu NuU, nimmt hierauf negative Werte an 
und erlangt den größten negativen Wert am rechten Auflager. 

über die ganze Spannweite hin ist daher ^^ negativ, wäh- 

rend M überall positiv ist, und in Gl. (76) mußte daher ein 
Minuszeichen beigegeben werden. 

Gl. (76) wirddieDifferentialgleichungder elastischen 
Linie genannt. Um die Gleichung der Kurve daraus in end- 
licher Form zu finden, drückt man zunächst mit Hilfe, der ge- 
gebenen Lasten M als Funktion von x aus und integriert Gl. (76) 
zweimal nach x. Dabei treten zwei Integrationskonstanten auf, 
deren Werte mit Hilfe der Grenzbedingungen an den Enden des 

Balkens ermittelt werden. 

Dieses Verfahren soll an einigen einfachen Fällen erläutert 

werden. Erstens sei ein Balken von überall gleichem 
Querschnitte gegeben, der an beiden Enden frei auf- 
liegt und eine gleichmäßig über die ganze Länge ver- 
keilte Belastung von q kg auf die Längeneinheit trägt. 
Für irgendeinen Querschnitt im Abstände x vom linken Auf- 
lager hat man für das Biegungsmoment, also für das Moment 
der links vom Querschnitte liegenden äußeren Kräfte, 

Mit I ist dabei die Spannweite bezeichnet. Der Auflager- 
druck auf beiden Seiten ist gleich ^, das erste Glied stellt 

daher das Moment des linken Auflagerdrucks dar. Die Be- 
lastung des linken Balkenteils ist qx und der Hebelarm da- 

von gleich ^ . Das Biegungsmoment ist über die ganze Spann- 
weite positiv und wird an den beiden Auflagern zu Null. 
Denkt man sich M in jedem Punkte der Stabachse rechtwinklig 
dazu in irgendeinem Maßstabe aufgetragen, so erhält man eine 
Parabel. Allgemein heißt die in dieser Weise gefundene Kurve 
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die zu der gegebenen Belastung gehörige Momentenkurve 
und die zwischen ihr und der Stabachse eingeschlossene Fläche 
die Momentenfläche. 

Mit dem hier festgestellten Werte von M. geht GL (76) 
über in 

N^ach zweimaliger Integration erhält man daraus 

wenn mit G und C^ die beiden Integrationskonstanten be- 
zeichnet, werden. Nun muß nach den Bedingungen der Auf- 
gabe y zu NuU werden für a: =» und für x ^l, da beide 
Enden des Balkens durch die Auflagerung gegen vertikale Be- 
wegungen geschützt sind. Die erste Bedingung lehrt^ daB die 
Konstante C^ gleich NuU zu setzen ist. Zur Ermittelung von C 
haben wir die Gleichung 

und für die Gleichung der elastischen Linie in endlicher Form 
folgt daher 

^®y = '^-T? + ^ (78) 

Die Linie ist also vom vierten Grade. Es mag noch er- 
wähnt werden^ daß sich die hier analytisch vorgenommene 
Integration allgemein auch mit Hilfe einer geometrischen Kon- 
struktion, nämlich mit Hilfe eines Seilpolygons, ausführen läßt. 
Diese Betrachtungen gehören indessen zur graphischen Statik, 
und sie werden dort eine ausführliche Darstellung erhalten. 

Besonders zu beachten ist der Wert der Einsenkung 
y in der Balkenmitte, also zugleich der größte Wert, den y 
annimmt. Man nennt diese Strecke den Biegungspfeil, der 
hier stets mit dem Buchstaben f bezeichnet werden soU. Mit 

X ^ ^ erhält man aus Gl. (78) 

'"ssiEB 3UE0 ^ ' 
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In der letzten Form dieser Gleichung ist unter Q die Gesamt- 
belastung des Balkens^ also ql zxx verstehen. 

Zweitens sei ein Balken betrachtet^ der in der Mitte 
der Spannweite eine Einzellast P trägt. Man hat hier 

Jtf-I« (80) 

und daher ^s., p^ 

oder nach zweimaliger Integration 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten muß aber 
hier ein anderes Verfahren eingeschlagen werden. Gl. (80) ist 
nämlich nur für solche Querschnitte gültig, die links von der 
Mitte liegen; rechts davon wäre 

zu setzeiL Infolgedessen gilt auch die vorausgehende end- 
liche Gleichung nur ftir die linke Hälfte der elastischen Linie. 
Die ganze Linie setzt sich aus zwei Asten zusammen, die 
sieh in der Mitte stetig imd ohne Knick aneinander schließen. 
Hier wird die Lösung dadurch vereinfacht, daß die Last in 
der Mitte angenommen wurde. Dadurch sind beide Aste der 
elastischen Linie symmetrisch zueinander gestaltet und sym- 
metrisch gelegen, und es genügt, den einen Ast zu betrachten. 
Dieser muß der Symmetrie wegen in der Mitte eine horizon- 
tale Tangente haben. In 

muß daher die rechte Seite für x =^ ^ verschwinden, also 

Für die andere Integrationskonstante Ci erhält man wie 

vorher C^ =« 0, weil y für a; == verschwinden muß. Für den 

linken Ast der elastischen Linie hat man daher schließlich die 

Gleichung p,.^ p,. 

£@y = _ _.. (81) 
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Mit X = 2 erhält man für den Biegungspfeil f 

eine bei den Anwendungen sehr häufig gebrauchte Formel. 

Drittens möge der Balken zwei Einzellasten P^ 
und Pj in den Abständen p^ und p^ vom linken Auflager tra- 
gen. Die elastische Linie zerfällt dann in drei sich stetig und 
ohne Knick aneinander schließende Aste. Man berechnet zu- 
nächst die Auflagerkräfte. ^Wird der Auflagerdruck am linken 
Ende mit A bezeichnet, so hat man 

Mj = Ax] Mjj = Ax" P^{x — i?i); 
Jfin ^Ax- Pi(a? - p^) - P^{x -jpj). 

Von diesen Ausdrücken gilt M^ zwischen rc = und x ^p^y 
der zweite zwischen x ^ p^ und a? == Pg und der dritte zwischen 
X =^ p^ und X ^l. Man hat der Reihe nach jeden dieser Aus- 
drücke in die Gleichung der elastischen Linie einzusetzen und 
diese jedesmal zu integrieren. Dadurch erhält man die end- 
lichen Gleichungen der drei Äste, in denen zusammen sechs 
unbekannte Integrationskonstanten auftreten. Zu deren Be- 
stimmung hat man zunächst die beiden Bedingungen, daß y 
an den beiden Auflagerstellen zu Null werden muß. Außer- 
dem muß an jeder Übergangsstelle y und j^ für beide Äste 

gleich werden. Dadurch erhält man nochmals vier Bedingungs- 
gleichungen, die mit den vorigen zusammen zur Ermittelung 
der Konstanten genügen. 

Dasselbe Verfahren bleibt auch noch anwendbar, wenn 
der Balken drei oder beliebig viele Einzellasten trägt. Es 
macht dann freilich zwar einfache, durch den Umfang, den 
sie annehmen, aber sehr lästige Bechnungen zur Bestimmung 
der verschiedenen Integrationskonstanten der einzelnen Äste 
nötig. In solchen Fällen kann man sich aber dadurch helfen, 
daß man die Gleichungen für die einzelnen Äste der elastischen 
Linie in geeigneter Weise zusammenfaßt. Für den schon vor- 
her besprochenen Fall^ daß der Balken zwei Einzellasten Pj 
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und P, trägt, kann man nämlich die drei doi*t aufgestellten 
Ausdrücke für die Biegungsmomente 3fi, Muy Mm in den 
drei Balkenabschnitten in der einzigen Form 

I n m 

zur Darstellung bringen. Durch die Bezeichnung I, ü, IQ, die 
unten beigefügt ist, wird vorgeschrieben, wie weit der Aus- 
druck zu entwickeln isi, wenn man sich im ersten, zweiten 
oder dritten Abschnitte der Balkenlänge befindet. Auf die 
Notwendigkeit, den Ausdruck an der geeigneten Stelle abzu- 
brechen, wird überdies durch das hinter jedes Glied und vor 
das Vorzeichen des nächsten gesetzte Komma hingewiesen. 

Setzen wir diesen Ausdruck in die Differentialgleichung 
der elastischen Linie ein, so erhalten wir diese ebenfalls sofort 
für alle drei Aste in der gleichen Art der Zusammenfassung, 
nämlich 

Eefj, ^^Ax,+ P,(x ^ ft) ,. + P,{x -ft). 

I n m 

Integrieren wir diese Gleichung einmal, so finden wir 

I n ni 

Hierbei bedeutet C eine Integrationskonstante. Eigentlich 
wäre für jeden Ast eine besondere willkürliche Integrations- 
konstante anzunehmen gewesen. Wenn wir aber, wie es bereits 
durch die Art der Anschreibung ausgedrückt wird, C als den 
gleichen Wert für alle drei Aste betrachten, so sind damit 
zwei willkürliche Integrationskonstanten bereits so bestimmt, 
daß die drei Aste der elastischen Linie sich ohne Knick an- 
einanderschließen. In der Tat erkennen wir nämlich, daß mit 
dieser Verfügung über die Integrationskonstanten an den 
Grenzen der Gebiete I und 11 und 11 und III keine sprung- 
weise Änderung von ^ vorkommt. Sobald wir das Gebiet I 

verlassen und in das Gebiet 11 eintreten, haben wir zwar noch 
ein neues Glied in der Gleichung zu berücksichtigen. An der 
Stelle X =Pi^ also an der Grenze selbst, wird dies Glied aber 
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zu Null, und es ist daher gleichgültig^ ob wir die Grenzstelle 
noch zum Gebiete I oder schon zum Gebiete II rechnen; an 

dem Werte von -^ wird dadurch nichts geändert, und die Yor- 

geschriebene Grenzbedingung ist erfüllt. Auf diesem Umstände, 
daß sich die Integrationskonstanten ohne weiteres von selbst 

den Grenzbedingungen anpassen, beruht der Vorteil des Ver- 
fahrens. 

Eine zweite Integration liefert 

I n in 

und auch hier tritt nur eine, für alle Aste gemeinsame, neue 
Integrationskonstante G^ hinzu, während zugleich an den Grenzen 
die Bedingungen erfüllt sind, daß sich y nicht sprungweise 
ändern kann. Die weitere Behandlung der Gleichung und die 
Ermittelung der beiden Integrationskonstanten C und C^ aus 
den Bedingungen an den Enden des ganzen Balkens kann nun 
genau so erfolgen, als wenn es sich um eine elastische Linie 
mit nur einem einzigen Aste handelte. 

Besser freilich als die Rechnung eignet sich in solchen 
Fällen das graphische Verfahren zur Ermittelung der Gestalt 
der elastischen Linie, worüber man im IL Bande Näheres 
finden wird. 

Ähnlich liegt der Fall, wenn der Balken zwar nur eine 
stetig verteilte Belastung oder eine einzige Last in der Mitte 
trägt, der Querschnitt aber nicht konstant ist, sondern in ver- 
schiedenen Absätzen wechselt, wie es z. B. bei Blechbalken 
vorkommt, deren Querschnitt nach der Mitte zu durch Auf- 
nieten von Gurtungsplatten verstärkt wird. Auch dann setzt 
sich die elastische Linie aus einer Anzahl verschiedener Aste 
zusammen. Verändert sich der Querschnitt stetig, so ist 9 
als Funktion von x in die Differentialgleichung einzusetzen. 
Insofern die Ausführung der Integration dadurch nicht er- 
schwert oder unmöglich gemacht wird, erleidet das Verfahren 
hierdurch keine Änderung. 
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Die Yorausgehenden Rechnungen beruhen auf der still- 
schweigenden Voraussetzung; daß die Eraftebene durch eine 
Hauptachse des Querschnitts geht. Trifft dies nicht zu, so hat 
man die Lasten, wie in § 20, in Komponenten nach den Rich- 
tungen der Hauptachsen zu zerlegen und die Biegungslinie für 
die Komponenten in beiden Ebenen zu ermitteln. Die gesamte 
Formänderung ergibt sich durch geometrische Summierung der 
zu diesen beiden Komponentensystemen gehörigen elastischen 
Verschiebungen. 



§ 29. Einfluß der Schubspannungen anf die Biegnngslinie. 

Bei den vorausgehenden Betrachtungen ist noch keine 
Rücksicht auf die Formänderungen genommen, die durch die 
Schubspannungen bewirkt werden. Diese haben zur Folge, daß 
der Biegungspfeil noch etwas vergrößert -^—tlv—^^ 

wird und daß überhaupt die elastische Linie 
von der vorher berechneten Gestalt ein 
wenig abweicht. "^ -»'- 3^ i- iin 

In Abb. 33 ist ein Längenelement des 
Balkens gezeichnet. Wenn sich die Scher- 
kraft V gleichmäßig über den Querschnitt 
verteilte, hätte sie zur Folge, daß sich der Abb.t8. 

ursprünglich rechte Winkel zwischen dem Querschnitte und der 
Stabachse um einen kleinen Betrag y' änderte, der nach dem 
Elastizitätsgesetze leicht berechnet werden kann. Man hat näm- 
lich für den durchschnittlichen Betrag r^ der Schubspannung 



^m*- ^ 



V 



und nach Gl. (31) 

'' ^ G ~ GF 



''^m 



Die Winkeländerung y' bewirkt eine Parallelverschiebung 
der beiden Querschnitte gegeneinander, die mit du bezeichnet 
werden mag; man findet dafür 
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So einfach liegt die Sache in Wirklichkeit aber nicht. 
Die Schubspannungen yerteilen sich nach einem anderen Ge- 
setze über den Balkenquerschnitt^ das in § 24 festgestellt 
wurde. In der Mitte wurden die Schubspannungen größer als 
der Torher berechnete Durchschnittsbetrag r^ gefunden, während 
sie nach der oberen und der unteren Kante hin bis auf Null 
abnehmen. Infolge davon wird auch die Winkeländerung y 
zwischen der Stabachse und dem Balkenquerschnitte in der 
Mitte größer, während der Winkel an den Kanten ungeändert 
bleibt. Man erkennt daraus nebenbei, daß die Bemoullische 
Annahme, die Querschnitte blieben bei der Formänderung eben, 
nicht streng erfüllt sein kann. In der Tat ist auch schon im 
vorhergehenden diese Annahme nur als näherungsweise richtig 
vorausgesetzt worden. 

Hier handelt es sich besonders lyn den Höhenunterschied 
aufeinanderfolgender Punkte der Stabachse, der auf Rechnung 
der Schubspannungen zu setzen ist. Wir bezeichnen diesen 
mit ^ti und setzen 

du = X Jm' =— % -^^ • (83) 

Unter % ist dann eine Verhältniszahl zu verstehen, die nach 
den vorausgehenden Bemerkungen jedenfalls größer als 1 ist. 
Der genaue Wert von x hängt von der Gestalt des Quer- 
schnitts ab, da durch diese die Verteilung der Schubspannungen 
und hiermit das Verhältnis zwischen döm Werte von x in der 
Mitte und dem Durchschnittswerte r^ bedingt ist. Es wäre 
indessen nicht zulässig, x unmittelbar gleich dem zuletzt ge- 
nannten Verhältnisse zu setzen, denn die Verschiebungen du 
verschiedener Fasern, die in verschiedenen Abständen von der 
Nullinie liegen, können nicht unabhängig voneinander erfolgen, 
weil sonst eine Zerrung in der Richtung der Höhe des Quer- 
schnitts zustande käme. In der Tat ist der Vorgang durch 
die Querschnittskrümmung, die notwendig auftreten muß, ziem- 
lich verwickelt. Man hilft sich daher damit, den Wert von x 
auf Grund einer Betrachtung zu ermitteln, die sich auf den 
Begriff der Formänderungsarbeit stützt. Es kommt dies darauf 
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hinaus, daß man einen Durchschnittswert du für alle Fasern 
berechnet. 

Für den Fall der reinen Schubspannung ist die bezo- 

gene Formänderungsarbeit nach GL (42) gleich ^-g- Für das 

Balkenelement von der Länge dx ist daher die Formänderungs- 
arbeit gleich 



/Ä 



dxl~dF 

SU setzen, wobei die Integration über den ganzen Querschnitt 
zu erstrecken ist. 

In diesem Ausdrucke kann für t der in Gl. (72) auf- 
gestellte Wert eingesetzt werden. Der so ermittelten Form- 
änderungsarbeit ist die von der Scherkraft V (die für das 
Balkenelement eine äußere Ejraft bildet) geleistete Arbeit \Vdu 
gleich zu setzen. Man erhält dadurch 

^^/ä ^F-^ydu « i V^du' « X ^dx 
und hiermit ^^^.,^ 

Für den rechteckigen Querschnitt soll die Rechnung zu 
Ende geführt werden. In § 24 war dafür 



0\8 2/ 



gefunden, wobei zur Vermeidung von Mißverstöndnissen hier 
z an Stelle des dort mit u bezeichneten Abstandes der be- 

treffenden Faser von der Nullinie gesetzt ist. Mit ^ =« ^ 
wird dies ^ 

und daher . 

JV dF - ^JiW - Qz^yhäB. 

Nach Ausführung der Integration erhält man 

Föppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. l 



130 Dritter Abschnitt. Biegung des geraden Stabes 



/■ 



■^^- IS- 



Setzt man dies in Gl. (84) ein und beachtet^ daß F^bh ist^ 
80 erhält man für den rechteckigen Querschnitt 



Es möge noch bemerkt werden, daß die Berechnung von 
X nach OL (84) leicht durchgeführt werden kann, auch wenn 
sich die Integration nach den gewöhnlichen Methoden nicht 
Yomehmen läßt, indem man den Querschnitt in schmale Strei- 
fen zerlegt und an die Stelle der Integration eine Summierung 
treten läßt. Das Resultat dieser mechanischen Quadratur wird 
fUr praktische Zwecke genau genug, auch wenn man eine Ein- 
teilung in nur wenige Streifen vornimmt. 

Für die besonders hiLufig verwendeten gewalzten Eisen- 
tnlger von dem I-Profile hat man x ein für aUe Male berechnet. 
Für den I-Triiger Nr. 8 (d. h. von 8 cm Höhe) wurde x — 2,4, 
für den höchsten Träger, der -noch verwendet zu werden pflegt, 
Nr. 50, X = 2,0 gefunden. Für die dazwischen liegenden Träger- 
höhen ändert sich x allmählich von dem einen zu dem anderen 
dieser Werte. Größer als bei den I-Trägem wird x nicht leicht 
bei einer anderen Querschnittsgestalt. 

Bei den jetzt durchgeführten Rechnungen ist nur auf den 
Einfluß von V auf die Biegungslinie geachtet worden, d. h. M 
wurde bei dem betrachteten Balkenelemente als NuU voraus- 
gesetzt. Wirken M und V gleichzeitig ein, so summieren sich 
die Wirkungen von beiden. An irgendeiner Stelle im Ab- 
stände X vom linken Auflager hat man daher die gesamte 
Durchsenkung y' « 

t/^y ^-fdu, (85) 



wenn unter y die im vorigen Paragraphen berechnete Ein- 
senkung verstanden wird. Das letzte Glied in diesem Aus- 
drucke ist indessen gewöhnlich klein gegen das erste, und es 
genügt daher meistens, y' =^y zm setzen, den Einfluß der Schub- 
spannungen also zu vernachlässigen Nur bei kurzen Stäben 
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v^on großem Qaeredmitte, bei denen, wie wir schon früher 
fanden, die Schnbspuinnngen fiberhaupt mehr hervortreten, oder 
för Stdien, die den Balkenoiden benachbart sind, wird es nötig, 
das zweite Glied in GL (85) zu berücksichtigen, um nns da- 
Yon sn übenengen, betrachten wir noch als Beispiel einen 
beiderseits frei anfliegenden Balken Yon konstantem recht- 
eckigen Qnerachnitte, der eine Einzelkst in der Mitie triigt 
Der Bi^pongspfeil f war dafür im Torigen Paragraphen in 
GL (82) SU P|s p|s 



48 ^e 4^5 A* 



berechnet Für du hat man hier nach GL (83) mit « >» 1,2 
F-|nnd ^=6* 

and daher 



/ 






du » 0,3 



Gbh 



Für den mit Rücksicht auf den Einfluß der Schabspan- 
nnngen yerbesserten Wert f des Biegongspfeiles findet man 
also nach GL (85) 

Bei der letzten Umformung ist &«-0,4JE^ gesetzt, also Tor- 
aoq^esetE^ daß für den Stof^ ans dem der Balken besteht^ die 
Yorhältniszahl m»4 sei Nimmt man an, daß die Spannweite l 
etwa aehnmal so groß sei als die Balkenhohe A, so macht 
das zweite Glied in der Klammer, das vom Einflüsse der Schub- 
Spannungen herrührt, nur 3% yon dem ersten aus. Gewohnlich 

ist das Yerhaltnifl j- noch großer als 10, und das Ton den 

SehnbspannungMi herrührende Glied macht dann einen noch 
kleineren Bruchteil des anderen aus. Mit dem Yeihähnis 

Y » 5 steigt indessen der Bruchteil auf 12*/o ^u^d von da ab 

wird es nötig, die genauere Formel (86) an Stelle Ton GL (82) 

zur Berechnung des Bi^ungspfeiles zu verwenden. 

9* 
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§ 30. Durchlaufende Träger. 

Für einen Balken^ der über mehrere Öffnungen hinweg- 
reicht; kann man^ wie schon früher hervorgehoben wurde^ die 
Auflagerkräfbe nur auf Grund der elastischen FonnfLnderungen, 
die er erfährt ^ berechnen. Wenn die Auflagerkräffce bereits 
bekJEumt wären ^ würde sich die Berechnung der Spannungen 
genau so wie bei dem Träger über einer einzigen Spannweite 
ausführen lassen. Man könnte ohne weiteres für jeden. Quer- 
schnitt das Biegungsmoment imd die Scherkraft angeben und 
die Spannungen daraus nach den bereits dafür aufgestellten 
Formeln finden. Es handelt sich also in der Tat nur noch 
darum^ zu zeigen^ wie man die Auflagerkräfte berechnen kann. 

Man nehme zunächst an, daß der Träger über zwei Off- 
nungen von gleicher Oröße l hinwegreicht und eine gleich- 
mäßig verteilte Last q auf die Längeneinheit trägt. Wenn 
die Mittelstütze entfernt wäre^ würde sich die Trägermitte um 
den in Ol. (79) angegebenen Betrag durchbiegen^ wobei nur 2 1 
an Stelle von Z zu setzen ist. Auf den Einfluß der Schub- 
spannungen braucht man in der Regel keine Rücksicht zu 
nehmen; wenn es gewünscht werden sollte, kann dies aber 
nach dem im vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren 
leicht geschehen. 

Hierauf denke man sich an dem Balken in der Mitte eine 
nach aufwärts gerichtete Kraft angebracht. Dadurch wird die 
Balkenmitte wieder gehoben, und zwar um den in öl. (82) fest- 
gestellten Betrag, wenn an Stelle von { wieder 21 gesetzt und 
unter P die Größe der aufwärts gerichteten Bj-affc verstanden 
wird. Wenn wir P so bestimmen, daß die vorher erlittene 
Durchbiegung in der Mitte gerade wieder rückgängig gemacht 
wird, erhalten wir damit die Größe des Auflagerdrucks an der 
Mittelstütze, denn nur bei diesem Werte des Auflagerdrucks 
kann die elastische Linie des ganzen Stabes durch den vorge- 
schriebenen Punkt gehen. Die Gleicjisetzung der Werte von 
f in Gl. (79) und Gl. (82) Uefert 

P^f.2gZ=.|(2, 
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wenn jetzt Q die über beide Ö&ungen verteilte Last bedeutet. 
Man siebt daraus, daß der durchlaufftide Träger einen größeren 
Teil der ganzen Last auf die Mittelstütze überträgt als zwei 
getrennte Träger, von denen jeder eine der beiden Öffnungen 
überdecken würde, denn in diesem Falle käme auf die Mittel- 
stütze -^ und auf jede Endstütze j. Der Auflagerdruck des 
durchlaufenden Trägers an jedem Ende stellt sich auf 

Diese Betrachtung setzt voraus, daß alle drei Stützen ge- 
nau in gleicher Höhe liegen und daß sie auch unter dem Ein- 
flüsse der Belastung nicht nachgeben, femer auch, daß der 
Trager vorher genau geradlinig war. Senkt sich etwa die Mittel- 
stütze um den Betrag d oder mußte sich der Träger schon vor- 
her in der Mitte um d durchbiegen, ehe er die Mittelstütze er- 
reichte, so findet man den Auflagerdruck P aus der Gleichung 

, 384' j&e "^ ASES* 

also 

Wenn die Mittelstütze zu hoch 1^, ist hierin 8 negativ zu 
setzen. 

Man sieht leicht ein, daß dasselbe Verfahren auch noch 
anwendbar bleibt, wenn die Offnungen von verschiedener Größe 
sind. Man braucht dann nur an die Stelle von f die für irgend- 
eine andere Abszisse x gültigen Werte von y aus § 28 einzu- 
setzen. Auch für Träger, die über mehr als zwei Öffiiungen 
hinwegreichen, laßt sich die Berechnung der Auflagerkräfte in 
derselben Weise durchführen; bei drei Ö&ungen hat man zwei 
nach aufwärts gerichtete unbekannte Kräfte an den Mittel- 
stützen anzunehmen, die sich aus den beiden Bedingungen be- 
rechnen, daß die elastischen Verschiebungen der zugehörigen 
Angriffspunkte im ganzen verschwinden müssen. 

§ 31. Der auf beiden Seiten eingespannte Träger. 

Ein Träger sei an den Auflagern so gestützt, daß jede 
Drehung des Stabendes unmöglich gemacht ist. Die elastische 
Linie hat dann horizontale Tangenten an den ßtabenden und 
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man erkennt daraus schon^ daß sie zwei Wendepunkte haben 
muß^ zwischen denen sie^ wie beim frei aufliegenden Träger, 
hohl nach oben hin gekrümmt ist, wahrend sie zwischen einem 
Wendepunkte und dem benachbarten Auflager ihre Hohlseite 
nach unten kehrt. In den Wendepunkten ist die Krümmung 
Null^ daher muß dort auch das Biegungsmoment JUT verschwinden. 
Eine Einzelkraft würde nicht ausreichen, das Ende des Trägers 
gegen eine Drehung schützen zu können. Außer einem Auf- 
lagerdrucke muß daher an jedem Trägerende noch ein Kräfte- 
paar von der Stütze her übertragen werden. Das Moment 
dieses Kräftepaares am linken Auflager sei mit M^ bezeichnet, 
denn es stellt zugleich das Biegungsmoment für einen Quer- 
schnitt dar, der unmittelbar in der Nähe des Auflagers ge« 
zogen ist. Wenn wir der Einfachheit halber voraussetzen, daß 
der Balken eine gleichmäßig verteilte Last trägt^ ist M für 
irgendeinen anderen Querschnitt mit der Abszisse x 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie geht damit über in 

Für den Auflagerdruck Ä kann in unserem Falle auch noch 
—■ gesetzt werden. Eine einmalige Integration liefert 

Die Integrationskonstante G muß aber hier verschwinden, 

weil ^ = für x = bleibt. Auch für x-=l muß der 

Ausdruck verschwinden, da der Balken auch am rechten Ende 
eingemauert sein sollte. Dies liefert die Bedingimgsgleichung 

6 2 2 <* ^ 

woraus 

^0 12 

folgt. Das größte positive Biegungsmoment in der Mitte wird 
gleich ^; die größte Bruchgefahr ist also an den Auflager- 



S 32. Vergleich der Biegungslehre mit der Erfahrung 135 

«teilen Torhanden. — Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch' 
f&r den durchlaufenden Träger anstellen. 

Natürlich kann man auch hier auf den Einfluß der Schubspan- 
nungen Bücksicht nehmen; es lohnt sich aber nicht, nfther darauf ein- 
zugehen, da aUe diese Rechnungen bei der Anwendung mit einer 
großen Unsicherheit behaftet sind. Man kann sich niemals sicher 
darauf verlassen, daß der Träger wirklich so gut eingespannt sei, daß 
jede Drehung des Stabendes ausgeschlossen wäre. Das wirkliche Ver- 
halten der Stabenden kann vielmehr von dem bei der Bechnung voraus- 
gesetzten weit abweichen, und es würde nur ein irrtümliches Gefühl 
der Sicherheit erwecken, wenn man sich unter solchen Umständen mit 
der Berechnung kleiner Korrektionsgrößen befassen wollte, die gegen- 
über den zu erwartenden Fehlem des Hauptwertes kaum in Betracht 
kommen. 



§ 32. Vergleioh der Biegungslehre mit der Erfahrung. 

Zur Prüfung der in diesem Abschnitte entwickelten Formeln 
hat man schon gar viele Belastungsversuche vorgenommen. 
Solange dabei die Elastizitätsgrenze nicht überschritten wird^ 
stimmen die Yersuchsergebnisse hinsichtlich der Formänderung 
der dem Versuche unterworfenen Probekörper meist recht gut 
mit den theoretischen Folgerungen überein. Auf die Form- 
änderungen, die nach Überschreiten dieser (Frenze eintreten, 
bezieht sich di^egen die Theorie nicht, und man kann daher 
auch nicht erwarten, daß darüber hinaus eine Übereinstimmung 

der Formeln mit der Erfahrung bestehe. 

Aus demselben Grunde kann auch keine unmittelbare Be- 
stätigung der für die Spannungen aufgestellten Formeln durch 
einen Belastungsversuch, der bis zum Bruche hin fortgesetzt 
wird, erwartet werden. Vor dem Bruche treten bei den meisten 
Körpern größere bleibende Formänderungen ein, die mit den 
Spannungen in einem ganz anderen Zusammenhange stehen als 
die elastischen Formänderungen bei kleineren Lasten. Hier- 
durch wird die Spannungsverteilung über den Querschnitt er- 
heblich geändert, und zwar derart, daß die Spannungen von 
der äußeren Kante aus nicht mehr proportional mit den Ab- 
ständen von der Nullinie abnehmen, sondern — namentlich in 
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der Nähe der Kante, wo die Überschreitung der Elastizitäts- 
grenze zuerst stattfindet — erheblich langsamer. Dies hat zur 
Folge, daß bei einem gegebenen Werte der Eantenspannung 
das Moment des aus den Zug- und Druckspannungen gebildeten 
Eraftepaares einen größeren Wert annimmt, als wenn sich die 
Spannungen nach dem Geradliniengesetze verteilten. Der Stab 
vermag daher etwas größeren Lasten zu widerstehen, als nach 
den unter Voraussetzung des Geradliniengesetzes abgeleiteten 
Formeln zu schließen wäre. Das bestätigt auch die Erfahrung. 

Für die Festigkeitsberechnungen, die man einer Bau- oder 
Maschinenkonstruktion zugrunde legt, kommt aber der hier be- 
sprochene Umstand nicht in Betracht, weil es sich dabei nicht 
nur um die Vermeidung eines Bruches, sondern auch um die 
Verhütung einer merklichen bleibenden Verbiegung handelt. 

Für Stäbe aus schmiedbarem Eisen oder aus Holz stimmen 
die bei einem Belastungsversuch beobachteten Formänderungen 
unter nicht zu großen Lasten, wie vorher schon bemerkt wur- 
de, im allgemeinen gut mit den dafür aufgestellten Formeln 
überein. Eine Ausnahme kann aber eintreten, wenn der Quer- 
schnitt des Stabes aus dünnen Streifen, Stegen oder Flantschen 
zusammengesetzt ist, derart daß durch die Belastung des Stabs 
zugleich eine merkliche Formänderung der Gestalt des Quer- 
schnittsumrisses hervorgebracht werden kann. Das gilt beson- 
ders von den Walzeisenträgern. Bei den symmetrisch gestal- 
teten I-Trägern scheinen zwar durch diesen Umstand größere 
Unregelmäßigkeiten in der Formänderung Qicht hervorgerufen 
zu werden; dagegen sind bei der Biegung von E-Eisen solche 
Unregelmäßigkeiten, die zu einer erheblichen Verminderung 
der Tragfähigkeit führten, durch Bach beobachtet worden. Für 
Träger, die durch Lasten in der Stegebene auf Biegung bean- 
sprucht werden, eignet sich daher der C-Querschnitt nicht. 

Beim Gußeisen sind die dem Bruche vorausgehenden 
bleibenden Formänderungen nur gering; immerhin tragen sie 
zu einer Abänderung der Spannungsverteilung vor dem Bruche 
und damit zu einer Erhöhung der Bruchlast nicht unwesent- 
lich bei. Zugleich kommt noch der andere Umstand zur Gel- 
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tung, daß das Gußeisen auch schon innerhalb der Elastizitäts- 
grenze dem Proportionalitätsgesetze nicht gehorcht. Die Span- 
nnngsyerteüung weicht daher schon von Anfang an von der 
geradL'nigen ab und fällt ungefähr so aus^ wie es Abb. 34 
zeigt. Unter der wenigstens näherungsweise zutreffenden An- 
nahme^ daß die Querschnitte bei der 
Biegung eben bleiben, tritt nämlich 
an die Stelle der geradlinigen Be- 
grenzung des Spannungsdiagramms 
die DehnungskurvC; die fKr Onfi- 
eisen ganz ähnlich aussieht, wie sie 
in Abb. 10 und 11, S. 45 für Granit 

imd Sandstein gezeichnet ist. 

Da die Dehnungskurre auf der Zugseite anders verläuft 

als auf der Druckseite, kann man auch nicht mehr erwarten, 
daß die Nullinie mit einer Schwerlinie des Querschnitts zu- 

sammen&lle. Sie wird sich vielmehr ein wenig nach der Zug- 
seite hin verschieben; wodurch ebenfalls eine Verminderung 
der Eantenspannung auf der Zugseite, von der die Brachgefahr 
abhangt, herbeigeführt wird Unmittelbare Messungen, die ich 
an gebogenen Gußeisenstäben angestellt habe, ließen in der 
Tat eine^ freilich nur recht geringe Verschiebung der Nullinie 
nach der Zugseite hin erkennen. 

Berechnet man aus der beobachteten Bruchlast eines auf 
Biegung beanspruchten Gußeisenbalkens die Eantenspannung 
auf der Zugseite nach der einfachen Formel, GL (46), so findet 
man sie gewöhnlich ungeßhr doppelt so groß wie die durch 
einen Zugversuch mit derselben Gnßeisensorte ermittelte Zug- 
festigkeit. Zum Teile erklärt sich der Widerspruch zwischen 
diesen Werten durch die zuvor erörterten Umstände. Es kommt 
dabei aber auch noch ein anderer Umstand in Betracht. Gnß- 
eisen ist nämlich ein ziemlieh unzuverlässiges Material, in dem 
öfters kleine Fehler, Schlackeneinsehlfisse u. dgL vorkommen, 
die die Festigkeit herabsetzen. Ein Zngstab, der auf die ganze 
JJkage hin der gleichen Beanspruchung unterworfen ist, bricht, 
wöm ein solcher Fehler vorkommt^ an der schwächsten Stelle, 
während der Materialfehler bei einem auf Biegung beanspraeh- 
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ten Balken nur dann von Einfluß ist^ wenn er sich zufällig 
in der Nähe der stärkst beanspruchten Stelle findet. Auch 
dieser Umstand trägt dazu bei, daß der Zugversuch im Mittel 
einen kleineren Festigkeitswert liefert als der Biegungsversuch. 
Die Steine sind noch weit spröder als Gußeisen. Bei 
ihnen kann sich daher eine Verzerrung des Spannungsvertei- 
lungsdiagramms durch die dem Bruche vorausgehenden bleiben- 
den Längenänderungen weniger bemerklich machen als beim 
Gußeisen. Dafür ist es aber bei Steinen noch weit schwieriger^ 
den. wahren Wert der Zugfestigkeit durch einen Zugversuch 
zu ermitteln, als für Gußeisen, weil es kaum gelingt, bei einem 
Zugstabe au« Stein eine gleichförmige Verteilung der Span- 
nungen über den Querschnitt herbeizuführen. Angaben über 
die Zugfestigkeit von Steinen sind daher, wenn sie aus Zug- 
versuchen abgeleitet wurden, immer mit Mißtrauen aufzufassen. 
Zuverlässiger ist hier der aus einem Biegungsversuche auf 
Grund der gewöhnlichen Formel hergeleitete Wert der Eanten- 
spannung, obschon er aus den zuvor besprochenen Gründen 
etwas größer ausfällt als der wahre Wert der Zugfestigkeit. 

Aufgaben. 

11, Aufgabe, Man soll die ZentraleUipse fUr ein gleichschenk' 
Uges Winkdeisenproß von 70 mm SchenkeUänge und 10 mm Schenkel' 

T stärke konstruieren (Abb. 35). 
/' Lösung. Eine Hauptachse 

des Querschnitts ist die Sym- 
metrieachse Y T, Das zugehörige 
Trägheitsmoment S^ ist 

da sich der Querschnitt als Dif- 
ferenz zweier Quadrate ansehen 
läßt, für die beide YY eine 
Schwerpunktsachse ist. Den Ab- 
stand a des Schwerpunkts S von 
der Diagonale des umschriebe- 
nen Quadrats findet man aus 
der Momente Qgleichung 



\ 



T/ 




Abb. 85. 



also 



a- 13 «0,707. 36, 
a — 1,96 cm. 
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Ancli das Trägheitsmoment S, setzt man aus den Trägheits- 
momenten der beiden Quadrate zusammen, wobei aber darauf zu 
achten ist, daß die Achse ZZ nicht durch die Schwerpunkte dieser 
beiden Quadrate geht. Man hat 

©. - ^* + 7» • 1,96» - (g + 6» . 2,67») - 23,7 cm* 

Für die Trägheitsradien folgt hieraus 

i^ » |/^ - 2,66 cm; i, = |/^ - 1,35 cm. 

Man trägt die Trägheitsradien auf den Hauptachsen ab und kon« 
stmiert die hierdurch bestimmte Ellipse. 

13. Aufgabe. Für das Z-Eisen N. P. 16 findet man im deut- 
schen NormdtprofUhuche für die Hauptachsen YY und ZZ angegeben 

i^« - 0,39; e. - 1193 cm*; O^ - 58,8 cm* 

Die Maße sind aus der Abb. 36 eu entnehmen. Ein BdUcen von diesem 
Quersdtnitte ist am einen Ende eingemauert (so, daß der Steg aufrecht 
steht, in derselben Lage wie in der Abbildung) und fragt an dem um 
1^20 m fforkragenden Ende eine Last von 500 kg. Wie groß wird 
die größte Spannung 6, wenn das freie Ende des Balkens an kleinen 
horizontalen Ausbietungen nicht verhindert uird? 

LöMng. Aus i^ a « 0,39 folgt a =- 21®20'; sin o « 0,36; 
cos CK =» 0,93. Das Biegungsmoment an der Einmauerung hat die 
Größe 500X120 = 60000 cm kg; wir zerlegen es in die Kompo- 
nenten 60000X0,93 = 55800 und 60000x0,36 = 21600 in den 
Richtungen der Hauptachsen. Zur ersten Komponente gehört die 
neutrale Achse ZZ, und die zugehörigen Spannungen tfi sind 

Ci =« ^j^ y = 46,8y, ebenso ^n = -gg^ • z « 3675. 

Die in irgendeinem Flächenelemente des Querschnitts mit den Ko- 
ordinaten y und z im ganzen auftretende Spannung 6 ist daher 

<J == tfi + <yn = 46,8y + 3675. 

Dabei ist die positive Y-Achse nach oben, die positive Richtung der 
Z- Achse nach rechts hin zu nehmen; y und z sind, wie alle übrigen 
Maße, in cm auszudrücken, man erhält dann c in atm. An der 
Kante A ist y '^ 7,32 und z =^ 3,29 cm, man hat daher 

« 46,8X7,32 + 367X3,29 = 1550 atm. 
An der Kante B sind <Sx und (fn von verschiedenem Vorzeichen und 
c = 46,8X9,85 — 367x3,48 — — 818 atm. 
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Die größte Spannung tritt daher an der Kante Ä auf und ist gleich 
1550 atm, das Material ist also an dieser gefährlichsten Stelle bis 
etwa zur Elastizitätsgrenze beansprucht. 

Die elastische Verschiebung des freien Balkenendes unter der 
senkrecht gerichteten Belastung erfolgt in schräger Richtung. Wird 
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das Balkenende dagegen so gestützt, daß es sich nur in lotrechter 
Richtung bewegen kann, so tritt noch eine horizontale Kraft auf, die 
von der Stütze auf das Balken ende übertragen wird. In diesem Falle 
ist die Nullinie horizontal gerichtet, und man erhält die Spannung 
aus der gewöhnlichen Biegungsformel, wenn darin das Trägheits- 
moment auf die horizontale Achse bezogen wird. 
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Anmerkung. Die Folgerungen der Theorie für die horizon' 
talen und vertikalen Versctiiebungskomponenten eines in der an- 
gegebenen Weise eingespannten und belasteten Z-Ti^ers habe ich 
dnrch einen Versuch geprSil, den ich bei den Übungen in meinem 
Laboratorium regelmäßig za wiederholen pflege. Die Übereinstim- 
mung zwischen Rechnung und Beobachtung ist ganz befriedigend. 

13. Aufgabe. DenQuerschniiiskem für dietn den beidenvorigen 
Aufgaben vorkommenden hfiden Profile tu konstruieren. 

Lösung. Bei dam Winkeleisenprofile kann man fOnf Linien 
zeichnen, die mit dem Umfange mindestens zwei Punkte gemeinsam 
haben und die Flftche nicht durckkrenzen. Von diesen fallen vier 
mit den nach außen gekebrt«n Ümfangsseiten zusammen, und die 
fOnfte ist die parallel zur ZZ-Achse gesogene Verbindungslinie der 
beiden nach rechts oben gekehrten Ecken. Alle übrigen Strahlen 
des den Querschnitt einhallen- ^ 

den TangentenbOschels geben / 

ans diesen Hanptlagen durch ^' 

Drehung nm eine der Ecken 
des Querechnitts hervor. Daraus Z 
folgt, daß der Kern ein Fünfeck s 

bildet, dessen Ecken die Anti- 
pole jener fünf Geraden und 
dessen Seiten die Antipolaren 
dergenanntenQueischnittsecken 
sind. In Abh. 37 ist der Quei> 
schnitt mit der Zentralellipse und 
dem durch Schraffierung her- ^ 

vorgehobenen Kerne gezeichnet. „ / - 

Ganz ähnlich findet man auch -^ 

den in Abb. 38 angegebenen Abii.si- 

Kem des Z-Profils, Ar das man die Zentralellipse nach den Angaben 
über die Trägheitsmomente ohne weiteres auftaugen kann. 

14. Aufgabe. Zentnüellipse und QuerschHiOskem für eine hohle 
gußeiserne Säule von 20 cm äußerem Durdmesser und 2 cm Wand- 
stärke ew bestimmen. 

Lesung. Das Trägheitsmoment des ringfBrmigen Querschnitts 
für eine Schwerpunktsaehse ist 

e = 1 1^10* - 8*) - 4635 cm* 

und die Queracbnittsfläcbe F~ 113 cm*, woraus 
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folgt. Die Zentralellipse ist ein Kreis von diesem Badius. Auch der 
Querschnittskem wird hier durch einen Kreis begrenzt, dessen Badius 
k aus der Proportion 

6,4 "" 10 ' 

also h =» 4,1 cm 

folgt. 

15. Aufgabe. Ein Balken (oder eine Tragachse, tvie man solche 
Stäbe im Maschinenbaue zu nennen pflegt), d&f an beiden Enden ge- 
stütet ist und eine Einzellast aufzunehmen hat, soll als BoiaHonskörper 
ausgeführt werden, so daß in jedem Querschnitte die zulässige Spa$^ 
nung des Materials erreicht wird. Nach welchem Gesetze muß der Jtfe- 

ridianschmtt gekrümmt 
V werden? 

\ Lösung. DerAuf- 

\ iagerdmck am linken 

\ Ende betrage A\ dann 

ist das Biegungsmoment 
im Abstände x davon 
M^Äx und die Span- 
nung 




W 



Ax 



xr 



S9 



wenn r der Badius des 
Querschnittskreises ist. 
Die Spannung soll 
in allen Querschnitten 
gleich groß werden, da- 
her muß auch der Aus- 
druck auf der rechten 
Seite unabhängig von x 
sein und r wird dadurch 
als Funktion von x be- 
stimmt. Man erhält 



^\AAx 
V xa 



Abb 88. 



als Gleichung der Me- 
ridiankurve. Man sieht 
daraus*, daß das Längs- 
profil der Tragachse durch eine kubische Parabel gebildet werden muß, 
wenn die Tragachse ein Körper von überall gleicher Festigkeit sein soll. 
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Hierbei ist noch keine Backsicht auf die Schabspannungen ge- 
nommen, die in der Nahe der Stötzen das Übergewicht über die 
Normalspannnngen erlangen. So würde für j; » nach der Formel 
r s- sein, der Qaerschnitt an der Stütze also bis auf Null ab- 
nehmen können. Das ist natürlich ein TmgschluB, denn der Quer- 
schnitt muA überall mindestens noch so groß bleiben, daß die Schub- 
Spannungen für sidi genommen die zofössige Beanspruchung des 

Materials nicht Überschreiten. 

16. Aufgabe. Em l-BaXkm van bdttehendem QuerschmUe 

(Abb. 39) igt am einen Ende eingemauert und trägt an dem um 

0,8 m vorkragenden Iktde eine Bdastung von 

5000 ig. Man 90Ü die größte Spannung und 

die Anstrengung des Materials unmiütibaf 

unier dem Flanisthe des Einspannungsquer- 

sekmtts heredmen. 

Lösung. Das Trägheitsmoment für 

die horizontale Achse beredmen wir, indem 

wir uns den Querschnitt dnrdi Wegnahme 

von zwei Bechiec^en ans dem umschriebenen 

Bechtec^e entstanden denken, also 



t2e 



i*o 



e 



12 94* 
12 



— 2 



6,5 • 21* 
12 



5335 cm*. 



Das statische Moment 8 des Flantsehenquer- 
schnitts für die horizontale Schwerpunkts- 

achse ist 

k 




z 

8 ^J^äF « 1,5 . 12 ■ 11,25 = 202,5 an* 



V 
A 



Für die Normalspannungen <s im Einspannquerschmtte hat man 

M 6000 80 

Am oberen Bande ist jr » 12 cm und daher tf » 900 atm. Dagegen 
ist unmittelbar unter dem Flantsche g "» 10,5 und 6 ^^ 787 atm. 
Für diese Stelle berechnen wir auch die Sdiubspammng t. Nach 
GL (72) findet man 

VS 6000 . 202,6 



T = 



hS 



1 • 5335 



= 190 atm. 



Aus ö und t ergibt si^ die Hauptspannung an dieser Stelle w^ 
GL (12) 

-J + i V^^ + ff.» - ^ + { V380* + 787» - 830 »ÜD. 
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Die Hauptspannung ist also an dieser Stelle trotz des Hinzntretens 
▼on r noch kleiner als tf an der oberen Kante. Daran wird auch 
nicht viel geändert, wenn man die reduzierte Spannung, Ton der die 
Beanspruchung des Materials abhängt, berechnet Nach GL (37) ist 
für m o» 3^ die reduzierte Spannung 



Cr^ — 0,35tf, ± 0,65 }/4r* + aj - 844 atm. 

Diese Rechnung lehrt, daß man in der Tat auch bei I-Profilen 
in der Begel nicht notig hat, die Spannungen an anderen Stellen 
als an der oberen Kante zu berechnen, also überhaupt nicht nötig 
hat, auf die Schubspannungen zu achten. Anders wird die Sache 
indessen, wenn der Hebelarm der Kraft noch kleiner wird, als hier 
angenommen war. Denn t behält dann — bei gleicher Belastung — 
seinen Wert, während c abnimmt, und man kommt dann bald zu 
einem Hebelarme, bei dem die Beanspruchung des Materials un- 
mittelbar unter dem Flantsche größer wird als an der äußeren Kante. 

Schließlich sei nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß 
diese ganze Betrachtung nur einen Anspruch auf ungeföhre Gültig- 
keit machen kann, denn Gl. (72) ist aus einer recht unsicheren Vor- 
aussetzung über die Verteilung der Spannungen t abgeleitet, die 
gerade an der Stelle unmittelbar unter dem Flantsche des I-Profiles 
keineswegs genau zutreffen kann. Man sieht aber auch, daß diese 
Formel in der Tat nur zu einer mehr schätzungsweisen Bestimmung 



(T 




I 

Abb. 40. 



des Ortes der größten Bean- 
spruchung gebraucht wird. 
Gegen einen solchen Gebrauch 
läßt sich nichts einwenden. 

17, Aufgabe, Die Ver- 
teilmig der Schubspcmnungen t 
über einen kreisförmigen Quer- 
schnitt zu berechnen, 

Lösung. Man hat zu- 
nächst das statische Moment S 
des in Abb. 40 schraffierten 
2 Kreisabschnitts zu berechnen. 

"~ Wegen a = Yr^ — y^ hat man 

r 

fydF^ 2fyyr^ - y^dg, 

u 

Allgemein ist aber 



I 

Aufgaben 146 

wovon man sich durch Differentiation leicht überzeugt. Nach Einsetzen 
der Grenzen wird daher 



fydF 



b' 



1 V(r._ ««). - --, 

wenn mit b die Länge der Sehne im Abstände u yom Mittelpunkte 
bezeichnet wird, für den man die Schubspannung berechnen will. 
Nach Gl. (72) wird jetzt 

Die Komponente t^, bestinmit sich am Umfange aus der Be- 
dingimg, daß die resultierende Spannung in die Bichtung der Tan- 
gente fällt. Daraus folgt 

t^, u 2u 2Fu5 

und für die resultierende Spannung t selbst erhält man nach dem 
Pythagoräischen Satze 

Die Schabspannungen nehmen, wie man hieraus erkennt, ihren größten 
Wert in der Mitte an. Dort wird & » 2r und daher 

IV 

d. h. die größte Schabspannung verhält sich za der durchschnittlichen 
Schubspannung, die bei gleichförmiger Verteilung über den ganzen 
Querschnitt überall zustande käme, wie 4 zu 3. 

18, Aufgabe, Wieviel Sehubhraft hat ein Niet N am Ende 
des in Abb, 41 gezeichneten Blechbälkens äufeu/nehmen, wenn der Auf- 
lagerdruck 6000 hg beträgt? 

Lösung. Nach 61. (73) ist 

F« 

Für B findet man mit hinreichender Annäherung 

e — 2 • 46 . 23,5* + -^ — 60 022 cmf 

Hierbei ist der mittlere Abstand der Gurtfläche von der horizontalen 
Schwerlinie gleich 23,5 einfach geschätzt, wobei freilich die Dezimal- 
stelle ganz unsicher ist. Für Rechnungen dieser Art genügt aber 
die dadurch gegebene Genauigkeit gewöhnlich vollauf; andernfalls 
muß S in der früher besprochenen Weise berechnet werden. Für 
8 hat man ebenso 

FOppl, Fettigkeittlehre. 5. Aufl. 10 
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1:::^ ^^ 



JOO 



.Y 




^O 



^C7 

9 9 



K— f20 — >; 



■^CT" 



x:^ 



Ä' — 46 • 23,5 = 1081 cm* 
ffiermit folgt, da 7 — 6000 kg und 6 =- 12 cm ist, 



6000 • 12 
60000 



1081 = 1300 kg, 



eine Kraft, die sich auf zwei Scherflächen des Niets verteilt. 

19, Aufgabe. Wie ändert sich der Wert des Biegwngspfe%ks f 
in Gl, (82), wenn S nicht konstant, sondern überall proportional dem 
Biegungsmomente M ist? 

Lösung, Setzt man 

M 

so geht die Differentialgleichung der elastischen Linie 61. (76) über in 

d'y 



dx' 






und durch zweimalige Integration folgt daraus 



ex 



wenn a und h die Integrationskonstanten sind. Diese Gleichung gut 
fOr die ganze Spannweite, da es hier gleichgültig ist, welchen Wert 
M an jeder Stelle anninunt; sie gilt aus demselben Grunde auch für 
jeden beliebigen Belastungsfall, wenn nur die für die Veränderlich- 
keit des Trägheitsmoments ausgesprochene Bedingung überall erfüllt 
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ist. Die elastische Linie bildet daher in diesem Falle eine gemeine 
Parabel. Die Konstanten a und h folgen aus den beiden Grenzbedin- 
gungen, daß y für a; = und fttr a; = ; verschwinden muß. Dies lie- 
fert 5 » und aus 

0--^ + aZ folgt a = ^^ 
Hiermit wird 

l 
und der Biegungspfeil f fiir die Balkenmitte folgt daraus mit ^ "" ä 

' 8 

Werden das Biegungsmoment und das Trägheitsmoment in der 
Balkenmitte durch Anhängen des Zeigers m gekennzeichnet, so folgt 
durch Einsetzen des Wertes von o 

Speziell für den Belastungsfall, zu dem Gl. (82) gehörte, ist 



Fl 
M^ =» -j- und daher ^ 



62 EG 



m 



Wäre das Trägheitsmoment nicht veränderlich, sondern überall 
gleich ö^, so würde an Stelle dieses Wertes der in Gl. (82) gegebene 
treten, d. h. der Faktor 32 im Nenner wäre durch 48 zu ersetzen. 
Der Biegungspfeil ist daher hier um 50 ^q größer als bei konstantem 
Trägheitsmomente. 

Die Voraussetzung, daß S proportional mit M sein soll, wird 
näherungsweise erfüllt bei einem Blechträger, dessen Querschnitt nach 
der Mitte hin durch Aufnieten von Platten verstärkt wird, so daß 
überall ungefähr dieselbe Spannung a auftritt. Die Trägerhöhe wird 

nämlich durch das Aufnieten der Platten nicht erheblich geändert, 

M 
so daß in der Tat die Spannung c =^ -^ y überall ungefähr dem Yer- 

M 
hältnisse -^ proportional ist. 

20, Aufgabe, Die Konstante x der QL (83) für den kreis- 
förmigen Querschnitt zu berechnen, 

Lösung, Nach Gl. (84) ist 

Ffx^dF 

10* 
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Beim kreisfönnigen Querschnitte war in Aufgabe 17 

gefunden. Achtet man bei der Berechnung von x nur auf die zur 
Lastrichtung parallele Komponente x^^ der Schubspannung, so wird 
demnach bei Benutzung derselben Bezeichnungen wie in Abb. 40 

.8 






n — nr^ I x— 5-75 dF. 

Zur Ermittelung des Momentes vierten Grades der Querschnittsfläche 
Jb^dF setzen wir 

fhUF - S^fz^dy = 64/(r> - i/fdy. 

-r 

Nun ist allgemein 

J (^ — r r dy ^^ ^^^--^ — ^ ^-^-^ yyr^ - y^ 

+ TT r* arc sin — • 
• 16 r 

Setzt man die Ghrenzen ein, so wird daher 

Jb^dF = lOjtr« 

und hiermit endlich 

10 



In ähnlicher Weise kann x auch unter Berücksichtigung der zweiten 
Komponente r^^ von t berechnet werden; es wird dann etwas größer 
gefunden. In jedem Falle handelt es sich indessen nur um eine Ab- 
schätzung des Wertes, die auf besondere Genauigkeit keinen Anspruch 
macht. 

J^l, Aufgabe. Ein durchlaufender Balken überdeckt drei Öff- 
nungen von gleicher Größe und ist gleichförmig belastet; man soU die 
Auflagerhräfte berechnen, 

Lösung. Der Symmetrie wegen ist der Druck auf jade der 
beiden Mittelstützen gleich groß ; er sei mit C bezeichnet. Der Auf- 

lagerdruck Ä am linken Trägerende ist dann Ä = —^ — 0, wenn 

p die Last für die Längeneinheit und a die Weite einer Öffnung be- 
deuten. 
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In der ersten Öffnung hat man 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie wird daher für diesen Ast 
und hieraus durch lutegration 

Wegen y — für « «■ hat man JT' = und wegen y « für 
x^ a folgt 

In der zweiten Öffnung ist 

wenn hier die Abszissen x von der Mittelstütze aus gerechnet wer- 
den. Die Differentialgleichung für den Mittelast der elastischen Linie 
lautet daher ,, , 

und hieraus durch Integration 

ESy =.^^-* + Ca f - ^ -^' + iT'a. + K'". 

Für ir = und für aj =« a verschwindet wieder y und daraus folgt 
K'" =- und 

Wir haben jetzt noch die Bedingung , daß sich die beiden Aste 

der elastischen Linie an der Mittelstütze ohne Knick aneinander 

d u 

schließen müssen. Dazu gehört, daß ;t^ für o; »- a im ersten Aste 

gleich -^ für « « im zweiten Aste wird. Dies liefert die Gleichung 
a X 
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oder Hach Einsetzen der Werte von K und K" 



a' 7 






In dieser Gleicliting ist G die einzige Unbekannte. Die Auflösung liefert 

11 



C 



10 



pa. 



Auf jede Mittelstütze kommt also um lO^o inehr als die Last 
einer Öffnung. Da die gesamte Belastung des Trägers 3j?a beträgt, 
bleibt für den Druck auf jede Endstütze 0,4 pa, 

22. Aufgabe. Ein im Grundrisse rechteckig gestalteter Raum 
wird van zwei sich in der Mitte kreuzenden und an dieser Stelle mit- 
einander verhwndenen Trägem mit den Ordnungsnummern 1 und 2 
überdeckt. An der Kreuzimgsstelle ist eine Last P aufgehängt; wie- 
pid kommt davon auf jeden Träger? 

Lösung, Der Biegungspfeil f in der Mitte muß für beide 
Träger gleich sein. Nimmt der erste Träger den Anteil (7, der andere 
also P — (7 der ganzen Last auf, so bat man die Bedingungsgleichung 



woraus 



48^01 



(7=P 



48jE;0, » 



h'^.+h'^l 



folgt. — Ganz ähnlich läßt sich die Aufgabe auch für den Fall lösen, 
daß sich die Träger nicht in der Mitte, sondern an irgendeiner 
anderen Stelle kreuzen. An Stelle yon fisi dann die zur betreffenden 
Abszisse gehörige Ordinate y der elastischen Linie jedes Trägers 
einzusetzen. 

23, Aufgabe, Ein Balken hat einen quadratischen QuerscImiU 
von 10 cm Seitenlange, ist am linken Ende eingespannt und trägt im 
Abstände von 80 cm vom Unken Ende eine nach oben gekehrte 

Last von 600 kg u/nd in 120 cm 
Abstand eine nadi abwärts ge- 
hende Last von 1000kg (A bb, 42). 
Wie groß ist die Biegwngsbe- 
anspruchung des Balkens im ge- 
fährlichsten Querschnitt und um 
1000 kg fffieviei senkt sich das rechte 
Ende des Balkens, wenn der Ela- 
stizitätsmodul gleich 2000000 
Abb. 42. kg/cm^ angenommen wird? 
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Lösung. Das größte Biegungsmoment M^^^ tritt im Einman- 
mngsquersclinitt auf; man hat 

M^^, = 1000 • 120 — 600 • 80 — 72000 cmkg. 

Die Biegungsbeanspruchung berechnet sich für den rechteckigen Quer- 
schnitt nach der Formel 

6 3f 6.72000 kg 

um die zweite Frage zu beantworten, beachten wir, daß sich 
die elastische Linie aus zwei Asten zusammensetzt, deren erster yon 
oj = bis a? = 80 (siehe Abb. 42) und deren zweiter von a? — 80 
bis a? » 120 reicht. Im ersten Lastgebiet hat man für das Biegungs- 
moment den Ausdruck 

Ml =- 1000(120 -x)" 600(80-0?) =» 72000 - 400«. 

Hierbei sind die Vorzeichen der Momente der beiden Lasten 
so eingesetzt, wie sie sich im rechten Balkenabschnitt ergeben, wenn 
man im Uhrzeigersinn drehende Momente positiv rechnet. Ein Bie- 
gungsmoment gilt aber dann als positiv, wenn die Kräfte am linken 
Balkenabschnitte im Uhrzeigersinne drehen. Hat man daher, wie es 
hier geschehen ist, das Biegungsmoment aus den Momenten der Lasten 
am rechten Balken teile berechnet, so muß man nachträglich noch 
einen Vorzeichenwechsel vornehmen. Li die Gleichung der elastischen 
Linie haben wir daher 

Jfi-. 4'OOa;- 72000 

einzusetzen; Mi wird dann innerhalb des ganzen Gehiets I negativ, 
und dieses Vorzeichen entspricht dem Umstände, daß der Balken so 
gebogen wird, daß er die Hohlseite nach abwärts kehrt. 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie im ersten Aste 
lautet daher 

ES ^^, = 72000 - 400fl?, 

und durch Integration erhält man daraus 

dt/r 
ES-^^ 72000a? - 200a?* + C^; 

.Ee^i « 36000a?* -^x^+C^x+ (7,. 

An der Einspannstelle, also bei o; » 0, muß aber sowohl ^^ als -j- 
gleich Null bleiben; daher ist C^ = C^^ 0, und man behält 
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E»y^ - 36000ic« - =f^a^. 

Im zweiten Lastgebiete hat man, wenn die vorher besprochene 
Vorzeichennmkehr sofort berücksichtigt wird« 

itfn =» — 1000(120 - ar) = 1000« - 120000. 

Aus der Oleichnng der elastischen Linie erhält man hiermit 

ES -j^ =» 120000 -~ 1000« 

EB ~ - 120000« - 600«* + C, 

EBy^ - 60000«* - ^«* + C,« + 0^, 

An der Stelle « •• 80 müssen beide Äste stetig ineinander übergehen; 
diese Grenzbedingungen lauten hier 

120000 • 80 - 500 • 80* + Cj — 72000 • 80 - 200 • 80* 

60000. 80*- ^80» + Cj 80+ (74 = 36 000. 80*- ?5^- 80* 

und durch Auflösen der Gleichungen erhält man 

C, — - 300 . 80* -- - 1 920000; C^ — 100 • 80* « 61 200000. 

Bezeichnet man die Senkung des rechten Trägerendes, nach der 
in der Aufgabe gefragt wird, mit /*, so erhält man dafür nach der 
Gleichung des zweiten Astes der elastischen Linie 

ESf - ßOOOO • 120* - ^ 120* - 300 • 80* 120 + 100 • 80* 
- 896,8 . 10«, 
und hiermit wird 

^- 2 iWlO* '^^ ^ 0,23808 cm oder rund 0,24 cm. 

Die Dimensionen wurden nicht überall beigeschrieben; es sei 
nur nachträglich bemerkt, daß G^ die Dimension cm*kg und G^ die 
Dimension cm*kg hat. 



Yierter Abschmtt 
Die Fomiidemigsirkeit 



§ 33. Die potentielle Snezsie eines gebogenen fiKabee. 

Wenn man annimmt^ daß die Sehnbspannungen neben den 
Nonnalspannungen nicht in Betracht kommen, oder wenn es 
rieh nm den Fall der ranen Biegongsbeansprachnng handelt, 
hat man f&r die anf die Banmeinheit bezogene Fornumderonga- 
arheit nach GL (39) 

nnd far ö kann nach GL (46) 

Jf 

gesetzt werden« Setzt man dies ein, multipliziert. A mit dem 
Yolumenelemente dx and integriert aber das Volamen eines 
Balkenelementes von der Lange dx^ so erhält man fttr die in 
diesem Balkenelemente aufgespeicherte Formanderangsarbeit dÄ 
den Aosdrack ^ 

Für d% kann man aber dx^dF setzen. Der Faktor dx 
kann ror das Integralzeichen gesetzt werden, ebenso Jlf, E 
and 9, and man erhalt 

3P 



dA 



2Ee 



j dxJy'dF. 



Das Terbliebene Integral stellt das Trägheitsmoment des 
Querschnitts dar; der Aasdrack Yerein£EUsht rieh daher za 
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Zu demselben Ausdrucke kann man auch noch auf einem 
anderen Wege gelangen. Betrachtet man nämlich nur das eine 
Balkenelement während der Formänderung, so sind die an 
den beiden Querschnittsflächen auftretenden Normalspannungen 
äußere Kräfte fär dieses Eörperstück, und die von ihnen ge- 
leistete Arbeit muß gleich der in dem Stücke aufgespeicherten 
potentiellen Energie sein. Eine Bewegung des Körperstücks 
als Ganzes kommt dabei nicht in Betracht, da sich die äußeren 
Kräfte daran im Gleichgewichte halten, die bei einer solchen 
Bewegung von ihnen geleistete Arbeit daher gleich Null ist. 
Wir brauchen uns daher nur um die relativen Bewegungen 
innerhalb des Körperelements zu kümmern. Am einfachsten 
geben wir uns über diese Rechenschaft, wenn wir uns den 
einen Querschnitt festgehalten denken. Der andere Querschnitt 
führt dann gegen diesen eine Drehung um den Winkel dq) 
aus, der in Gl. (74) zu 

berechnet ist. Die Normalspannungen an dem festgehaltenen 

Querschnitte leisten während dieser Bewegung keine Arbeit, da 

ihre Angriffspunkte in Buhe bleiben. Am anderen Querschnitte 

können wir uns die Normalspannungen zu einem Kiuftepaare 

vereinigt denken, dessen Moment gleich dem Biegungsmomente M 

ist. Die Arbeit bei der Drehung ist daher 

3f * 
dA - iMd(p = ^^^dx, 

wie schon vorher gefunden war. Der Faktor 4* mußte hier 
wieder deshalb beigefügt werden, weil das Moment nicht 
während der ganzen Bewegung dieselbe Größe M hat, sondern 
von Null an proportional mit der schon ausgeführten Form- 
änderung bis auf den Endwert M anwächst. Als Mittelwert 
de8 Momente während der ganzen Drehung ist daher ^M ein- 
zuführen. 

Die in dem ganzen Balken aufgespeicherte Formändenmgs- 
arbeit Ä ist demnach ^ 
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Wenn die Arbeit der Sdinbspannungen nicht veniach- 
lässigt werden soll, muß hierzu noch ein Glied gef&gt werden, 
das aas den Entwicklungen in § 29 nnmittelbar entnommen 
werden kann. Man muß dabei beachten, daß die Schnbspan- 
nungen bei der Drehung der beiden Querschnitte gegeneinander 
keine Arbeit leisten , da die Wege der Angriffspunkte hierbei 
senkrecht ssur Eraftrichtung stehen, während umgekehrt bei 
der Schiebung des einen Querschnitts relativ zum anderen die 
Bewegung senkrecht zu den Normalspannungen erfolgt, so daß 
hierbei nur die Schubspannungen Arbeit leisten. In der Tat 
wird daher die ganze Formänderungsarbeit für ein Balken- 
element durch einfache Summierung der beiden Werte erhalten, 
▼on denen sich der eine nur auf die Drehung und die Normal- 
spannungen, der andere nur auf die Schiebung und die Schub- 
spannungen bezieht. Für ein Balkeneletnent war die Arbeit 
der Schubspannungen in § 29 zu 

gefunden. Mit Bücksicht auf die Schubspannungen wird da- 
her die ganze im gebogenen Balken aufgespeicherte Form- 
änderungsarbeit zu 

erhalten. ^ ^ 

Wenn etwa neben der Biegungsbeanspruchung noch eine 
achsiale Belastung des Stabes yorkommen sollte, muß dazu 
noch ein drittes Glied gefügt werden. An dieser Stelle soll 
aber auf solche Fälle nicht weiter eingegangen werden. 

Die im Stabe aufgespeicherte potentielle Energie muß 
femer auch gleich der von den äußeren Kräften während der 
Formänderung geleisteten Arbeit sein, wenn wir dabei voraus- 
setzen, daß die Belastung ganz allmählich erfolgt, so daß die 
lebendige Kraft der bewegten Massen während der Form- 
änderung yemachlässigt werden kann. Hierdurch sind wir 
in den Stand gesetzt, noch einen zweiten Ausdruck 
für A aufzustellen. Dieser gilt zugleich in derselben Form 
nicht nur für den gebogenen Stab, sondern auch für jeden 
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Körper Yon beliebiger Gestalt und für jede Belastang, falls 
nur der Körper dem Hookeschen Elastizitätsgesetze gehorcht 
und genügend gestützt ist^ so daß er keine Verschiebung ohne 
Formänderui^ auszuführen vermag. Die an einem solchen 
Körper angreifenden äußeren Kräfte teilt man in ^,Lasten^' und 
in „Auflagerkräfte'' ein. Als ^^Lasten'' sind dabei jene äußeren 
Knifte bezeichnet, die man ganz nach Belieben wählen darf, 
da sie an keinerlei Bedingungen gebunden sind, während die 
Auf lagerkräfte yon den Lasten abhängig sind und den Gleich- 
gewichtsbedingungen zwischen den äußeren Kräften genügen 
müssen. 

' In den gewöhnlich Yorkommenden Fällen leisten die Auf- 
iagerkräfte überhaupt keine Arbeit. Ihre Angriffspunkte sind 
nämlich entweder vollständig festgehalten oder, wenn ein An- 
griffspunkt längs einer Auflagerbahn bewegUch ist, steht die 
Verschiebung, die er erfährt, senkrecht zur Richtung der Auf- 
lagerkraft; in beiden FäUen ist also die Arbeit gleich Null. 
Nur dann, wenn etwa ein Auf lagerpunkt längs eines Gleitlagers 
verschieblich sein sollte, in dem eine Reibung von merklichem 
Betrage zu überwinden wäre, käme die Arbeit dieser Reibung 

in Betracht. Dieser Fall soU aber bei allen Betrachtungen 
dieses Abschnittes ausdrücklich ausgeschlossen werden. 

Wir brauchen also jetzt nur die von den Lasten P ge- 
leisteten Arbeiten zu beachten. Während des Anwachsens der 
Belastung und der von ihr hervorgebrachten Formänderung 
leistet jede Kraft P eine Arbeit, die gleich dem Linienintegrale 
der Kraft über den von ihrem Angriffspunkt zurückgelegten 
W^ ist. Diese einzelnen Arbeitsbeträge sind verschieden, je 
nach der Art, wie die Belastung hergestellt wird: sie sind 
nämlich abhängig von der Reihenfolge, in der die einzelnen 
Lasten aufgebracht werden. In jedem Falle muß aber, nachdem 
der vorgeschriebene Endzustand erreicht ist, die Summe der ge- 
leisteten Arbeiten gleich der nur von diesem Endzustande ab- 
hängigen potentiellen Energie des deformierten Körpers, also 
bei einem gebogenen Stabe gleich dem durch 61. (89) ange- 
gegebenen Werte sein. Diese Summe ist daher unabhängig 
von der Reihenfolge in der Herstellung der Belastung. 
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Bei dieser Beweisführung ist stillschweigend vorausgesetzt, 
daß zu gegebenen Lasten ein eindeutig bestimmter Formände- 
rungszustand des belasteten Körpers gehört. Es muB jedoch 
hinzugefügt werden^ daß unter besonderen Umstanden auch 
Fälle möglich sind, bei denen diese Voraussetzung nicht zu- 
trifft. Das gilt z. B. von einer Armbrust, die beim Fehlen 
äußerer Kräfte ebensowohl gespannt als ungespannt sein kann, 
je nach der Art, wie der Endzustand herbeigef&hrt wurde. Dar- 
aus geht hervor, daß nicht unter allen Umstanden der Form- 
änderungszustand eindeutig von den an dem Körper angrei- 
fenden Lasten abhängt. Wenn man mit einem solchen Falle 
einmal ausnahmsweise zu tun bekommt, wird man aber nie- 
mals im Zweifel darüber sein, daß ein besonderer Umstand 
vorliegt, der eine eigene Betrachtung erforderlich macht. Es 
ist daher nicht nötig, hier ausführlicher darauf einzugehen; 
wir begnügen uns vielmehr damit, hier nur die gewöhnlich vor- 
kommenden Fälle zu behandeln, bei denen der Endzustand des 
deformierten Körpers in eindeutiger Weise von den gegebenen 
Lasten abhängt. 

Setzen wir überdies noch voraus, daß der Körper nicht durch 
Gleitlager unterstützt ist, in denen Beibungen von merklichem 
Betrage vorkommen, so gelangen wir zu einem einfachen und 
eindeutigen Ausdrucke für die Formänderungsarbeit, indem wir 
annehmen, daß alle Lasten P gleichzeitig aufgebracht werden 
und zusammen in dem gleichen Verhältnisse anwachsen. Be- 
zeichnet man die Verschiebung, die der Angriffspunkt eifier 
dieser Lasten P in der Richtung von P erfährt, mit y, so ist 
die Arbeit von P wegen des allmählichen Anwachsens von P 
wie in früheren Fällen dieser Art gleich jPy zu setzen, und 
für die Formänderungsarbeit erhalten wir daher den Ausdruck 

A - i^Py, (90) 

wobei die Summierung über alle Lasten zu erstrecken ist. 

Wenn der Balken nur eine einzige Last trägt, kann die 
öleichsetzung der Ausdrücke (90) und (88) oder (89) zur Be- 
rechnung der Verschiebung des Angriffspunktes der Last be- 
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nutzt werden. Dies möge an dem Beispiele eines Balkens, der 
am einen Ende eingemauert ist und am freien Ende eine 
Last P trägt, erläutert werden. Im Abstände x Yom freien 
Ende ist M « Px. Wenn wir den Einfluß der Schubkräfte 
auf die Durchbiegung yemachlässigen, erhalten wir A nach 
Gl. (88) , 

A -p* r 2^ - -p*^' 



Die Durchbiegung f des freien Endes folgt daher aus 

\^f-in^ 2u f^ 



Dieses Ergebnis steht in Übereinstimmung mit dem in Gl. (82) 
für den Biegungspfeü eines beiderseits gestützten Balkens, der in der 
Mitte eine Last trägt. Der aus der Mauer vorkragende Balken ver- 
hält sich nämlich wie die Hälfte eines beiderseits gestützten von der 
doppelten Länge, der in der Mitte die doppelte Last trägt. In der 
Tat kann der soeben für f abgeleitete Wert auch in der Form 

geschrieben werden, womit die Übereinstimmung nachgewiesen ist 
Selbstverständlich kann auch hier der Einfluß der Schubspan- 
nungen auf die Durchbiegung f leicht berücksichtigt werden, indem 
man A nicht nach Gl. (88), sondern nach Gl. (89) berechnet. Man 
kommt dann wieder zu den gleichen Resultaten, wie nach dem frü- 
heren Verfahren. 

§ 34. Die Sätze von Gastigliano. 

*Es möge jetzt angenommen werden^ daß eine der Lasten, 
die der Balken trägt^ etwa die Last P^ einen unendlich kleinen 
Zuwachs erfährt, während alle übrigen Lasten ungeändert 
bleiben. Wir wollen berechnen, um wieviel sich die Pormände- 
rungsarbeit A geändert hat Hierbei ändern sich zwar auch die 
Auflagerkräfte; auf sie kommt es aber bei der Berechnung der 
Arbeitsleistung der äußeren Kräfte nicht an, da sie nach unserer 
Voraussetzung keine Arbeit leisten können. Das Verhältnis 

beider Zuwüchse, also der Differentialquotient ^^, kann auf ver- 
schiedene Art ermittelt werden, zunächst durch partielle Diffe- 
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rentiation von Gl. (90) nach P^. Hierbei ist zu beachten, 
daß jedes y von allen Lasten, die der Balken trägt, also auch 
von P^ abhängig ist. Das Glied P^y^ der Summe in Gl. (90) 
liefert also bei der Differentiation einen Beitrag 

und ebenso bei allen anderen Gliedern, abgesehen von P^y^ 
selbst. In diesem Gliede sind beide Faktoren veränderlich| und 

es trägt daher (von dem Faktor ^ abgesehen) 

zu dem Differentialquotienten bei. Wenn wir wieder alle 
Glieder von gleichem Baue durch ein Summenzeichen zu- 
sammenfassen, erhalten wir demnach 

Die Berechnung des Differentialquotienten durch Differen- 
tiieren hat den Sinn, daß wir uns P^ während des Aufbringens 
der Belastung stets etwas größer denken als vorher und 
es gleichzeitig mit den übrigen Lasten von Null an bis auf 
Pj -f- dPi anwachsen lassen. Anstatt dessen können wir uns 
aber auch zuerst alle Lasten in der früheren Größe und dann 
noch nachträglich dP^ aufgebracht denken. Auf die Form- 
änderungsarbeit kann diese Reihenfolge in der Herstellung der 
Belastung keinen Einfluß haben, denn in jedem FaU wird zu- 
letzt nach einer vorher ausgesprochenen Voraussetzung der- 
selbe Endzustand erreicht, und die Arbeit der äußeren Kräfte 
muß immer im ganzen gleich der potentiellen Energie des 
gebogenen Balkens sein, die nur von dem Endzustande abhän- 
gig ist 

Wenn zuerst alle Lasten P in ihrer ursprünglichen Größe 
aufgebracht wurden, leisteten sie dabei die Arbeit A, Wenn 
jetzt dP^ hinzugefügt wird, vermehrt sich die Einsenkung y^ 
des Angriffspunktes der Last P^ um 

^^P 
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und dabei leistet die Kraft P^, die während dieser Bewegung 
unverändert bleibt, die Arbeit 

Dasselbe gilt fQr aUe Lasten P, auch für P^. Dazu kommt 
dann noch die Arbeit, die von dP^ selbst geleistet wird. Da 
dieser Lastzuwachs allmählich von bis zum Endwerte dP^ 
anwächst, haben wir dafür 

Der Vergleich mit den vorigen Gliedern zeigt, daß die 
von dPi selbst geleistete Arbeit unendlich klein zweiter Ord- 
nung ist und daher gegen die nur von der ersten Ordnung 
unendlich kleinen Arbeiten der Kräfte P verschwindet. Nach 
Division mit dPf erhalten wir demnach aus dieser Betrachtung 

Wir können noch einen dritten Weg einschlagen, um 

«^r zu berechnen. Zuerst sei nämlich auf den vorher unbe- 

lasteten Balken die Last dP^ aufgebracht Sie leistet dabei 
die Arbeit 

Dann seien alle Lasten P zugefügt, so daß sie gleich- 
zeitig und gleichmäßig von Null an bis auf ihre Endwerte 
zunehmen. Dabei biegt sich der Balken weiter durch, und 
zwar überall um ebensoviel, als wenn er vorher unbelastet ge- 
wesen wäre. Die Kräfte P leisten dabei die vorher schon mit 
A bezeichnete Arbeit; gleichzeitig erfährt aber der Angriffs- 
punkt von dPf eine weitere Senkung y^ und die zugehörige 
Arbeitsleistung ist gleich 

dPi • Vi 

Im ganzen haben wir daher mit Weglassung des von der 
zweiten Ordnung unendlich kleinen Gliedes 

Ä + dÄ-^ \2Py + VidPiy 
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woraus für den Differentialquotienten der dritte Ausdmck 

folgt. Diese dritte Ableitung ^re freilich entbehrlich ge- 
wesen ^ denn schon aus dem Vergleiche der in den Formeln 
(91) und (92) gefundenen Werte geht hervor, daß 

sein muß, womit jene Ausdrücke in den zuletzt gefundenen 
übergehen. 

Der Übersichtlichkeit wegen sprach ich bei den voraus- 
gehenden Entwicklungen immer nur von der Formänderung, 
die ein Balken erfahrt, der durch die Lasten P auf Biegung be- 
ansprucht wird. Dieselben Betrachtungen lassen sich aber 
sinngemäß auch auf einen Körper von irgendeiner anderen 
Gestalt übertragen, der so gestützt ist, daß ef keine Verschie- 
bung ohne Formänderung auszuführen vermag, und an dem die 
Lasten P auf beliebige Art angebracht sind, falls nur für den 
Zusammenhang zwischen den Lasten und den Verschiebungen 
ihrer Angriffspunkte das Superpositionsgesetz erfüllt ist und 
die Auflagerkräfte keine Arbeit leisten können. Hierbei muß 
nochmals betont werden, daß die Lasten P bei den vorher- 
gehenden Entwicklungen als willkürlich veränderlich angesehen 
wurden; die Auflagerkräfte an den Stützpunkten, die von den 
Lasten P abhängig sind, dürfen daher bei der Anwendung der vor- 
stehenden Formeln in die Lasten P nicht mit eingerechnet werden. 

Wenigstens zunächst nicht; dagegen ist ja ohne weiteres klar, 
daß man sich bei einem Körper, der an mehr Stellen gestützt ist, 
als nötig wären, um ihn vollständig festzuhalten, auch einige Stützen 
entfernt und die zugehörigen Auf lagerkräfte als Lasten P angebracht 
denken kann, wenn man sich vorbehält, diese Lasten nachträglich 
so zu wählen, daß die Verschiebung ihrer Angriffspunkte zu Null 
wird. Jedenfalls müssen aber die beibehaltenen Stützen immer 
noch genügen, den Körper vollständig festzuhalten. Im übrigen ist 
dieses Verfahren ein Kunstgriff, der mit dem, was vorher bewiesen 
wurde, unmittelbar nichts zu tun hat. Es mag noch bemerkt werden, 
daß man durch einen ganz ähnlichen Kunstgriff die Gültigkeit der 
vorhergehenden Formeln auch für den Fall erweitern kann, daß der 

Föppl, Festigkeitilehre. 5. Aufl. 11 
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Körper überhaupt nicht oder nicht hinreichend gestützt ist, um Be- 
wegungen ohne Formänderung auszuschließen, indem man die Ver- 
schiebungen y relativ zu einem in geeigneter Weise an dem Körper 
festgehefteten Koordinatensysteme rechnet und an den Punkten, durch 
die das Koordinatensystem geführt ist, willkürlich Auflagerkräfte 
zufügt, die sich für den tatsächlich gegebenen Belastungsfall nach- 
träglich gleich Null erweisen. Hierauf brauche ich aber an dieser 
Stelle nicht weiter einzugehen, da in der Folge immer nur von 
Körpern die Rede sein wird, die hinreichend gestützt sind. 

Unter der zu einer Kraft P gehörigen Verschiebung y 
ihres Angriffspunktes ist übrigens immer jene Komponente 
der gesamten Verschiebung zu verstehen, die in die Richtung 
der Kraft P fallt. Auf die Verschiebungskomponenten, die 
rechtwinklig zur Kraftrichtung stehen, kommt es bei der Form- 
änderungsarbeit überhaupt nicht an. Ist der VT^eg y entgegen- 
gesetzt zum Pfeile der Kraft gerichtet, so muß er natürlich 
negativ gerechnet werden. 

Gl. (93) spricht den von Castigliano aufgestellten Satz 
aus: „Die Verschiebung des Angriffspunktes einer Last 
bei der elastischen Formänderung eines dem Hooke- 
schen Gesetze unterworfenen (und so, wie vorher vor- 
ausgesetzt gestützten) Körpers ist gleich der nach 
dieser Last genommenen partiellen Ableitung der 
Formänderungsarbeit." 

Diesem Satze schließt sich ein zweiter an, der durch eine 
einfache Schlußfolgerung aus ihm gewonnen wird. Ist näm- 
lich unter den Lasten eine, von der wir wissen, daß ihr Angriffs- 
punkt keine Verschiebung erfahrt, so muß für sie nach Gl. (93) 

11 = (95) 

sein. Damit erhalten wir eine Gleichung, die zur Berechnung 
dieser Kraft, wenn deren Größe unbekannt war, benutzt werden 
kann. Gerade hierauf beruht die wichtigste Anwendung dieser 
Betrachtungen in der Festigkeitslehre. Gewöhnlich handelt es 
sich dabei um die Berechnung der Auflagerdrücke von statisch 
unbestimmten Konstruktionen, d. h. von solchen Konstruktionen, 
die mehr Auflagerbedingungen unterworfen sind, als zum Fest- 
halten erforderlich wären. Man wählt dann gewisse Kom- 
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ponent^m der Auflagerkräfte als die „statisch unbestimmten 
Größen des Problems^' aus, d. h. man siebt sie als Lasten von 
unbekannter Größe an, wähi*end die übrigen Komponenten der 
Auflagerkräfte auf Grund der allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen der Statik in diesen Unbekannten und den ge- 
gebenen Lasten ausgedrückt werden können. Auch alle Bie- 
gungsmomente^ Scherkräfte usf. lassen sich dann in den 
gewählten Unbekannten ausdrücken und ebenso auch die Form- 
änderungsarbeit A nach Gl. (88) oder (89). Da man nun 
weiß, daß die Angriffspunkte der unbekannten Auflagerkom- 
ponenten infolge der ihnen vorgeschriebenen Auflagerbe- 
dingungen keine Verschiebungen in den Richtungen dieser 
Kräfte ausführen können, liefert die Anwendung von Gl. (95)* 
für jeden dieser Angriffspunkte eine Bedingungsgleichung^ und 
man Erhält damit ebenso viele Gleichungen als Unbekannte. 
Man braucht dann nur noch diese Gleichungen, die alle vom 

ersten Grade sind, nach den Unbekannten aufzulösen. 

Zur Erläuterung des Rechenverfahrens soll ein einfaches 

Beispiel behandelt werden. Ich wähle dazu einen Balken, der über 
zwei Öflftiungen von ungleicher Größe reicht und eine über die 
ganze Länge gleichmäßig . . 

verteilte Belastung Q' auf T 

die Längeneinheit trägt. 
Als statisch unbestimmte 
Größe wählen wir den Auf- 
lagerdruck Z(vgl. Abb. 43) 
an der Mittelstütze. Hiermit ist schon ausgesprochen, daß Z 
zu den „Lasten" gerechnet werden soll, und nur noch B und C 
als Auflagerkräfte übrigbleiben. Für die Auf lagerkräfte B und C 
folgt dann aus den Gleichgewichtsbedingungen für den ganzen 
Balken 

Für das Biegungsmoment in der ersten Öffnung hat man 




Abb. 48. 



M.'^Bx- ^2- 
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Diesen Wert setzen wir in den Ausdruck (88) für die 
Formänderungsarbeit ein. Das Trägheitsmoment des Balkens 
und der Elastizitätsmodul E sind stillschweigend als konstaBt 
über die ganze Balkenlänge vorausgesetzt; es handelt sich also 
nur darum, das Integral 

fM'dx 

auszuführen. Dies wird hier für die erste Öffiiung 



Dazu kommt der Beitrag der zweiten Öffnung, der durch eine 
Rechnung von derselben Art festgestellt werden kann. Ein- 
facher ist es aber^ darauf aufmerksam zu machen, daß jede 
Öffnung bei geeigneter Aufstellung des Beobachters als die 
links liegende angesehen werden kann und daß der soeben be- 
rechnete Wert unmittelbar auch für die andere Öffnung benutzt 
werden kann, wenn man darin JB mit C und a mit b ver- 
tauscht. Im ganzen erhält man daher für die Formänderungs- 
arbeit des durchlaufenden Balkens 

Von diesem Ausdrucke haben wir den Differentialquotien- 
ten nach Z zu bilden und ihn gleich Null zu setzen. Bei der 
Ausführung der Differentiation ist zu beachten, daß Z nur in 
B und C vorkommt, deren Abhängigkeit von Z schon vorher 

festgestellt wurde. Man erhält 

dÄ 1 f / 2JBo» __ qa\ dB^ /UJb^ __ qb*\ dC 1 

dZ''2E&\\ 8 4t)dZ^\S 4t)cZl' 

Setzt man dies gleich NuU und führt für B und C ihre Werte 
ein, ebenso die Differentialquotienten 

dB b dC a_ 

dZ'^ a + 6' dZ a + &' 

so findet man die Bedingungsgleichung 

n— 6 /2a»r g(a + 6) y « 1 g«'\ „ 

^ a-f-&\3L 2 a + hj 4. J 

a /2&»rg(a-{-&) _ rz ^ 1 __ ?^\ 
'^a + b\ 3 L 2 a + hj ~4.]> 
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deren Auflösung den Wert der statisch unbestimmten Größe 
Z liefert. Man erhält 



ä" 



%ah 



Wenn man a — fe setzt, geht dies in Z=--|g'a über, was wir 
für diesen besonderen Fall schon in § 30 gefunden haben. 

Auch das Verfahren Ton Gastigliano macht, wie schon aus 
diesem einfachen Beispiele hervorgeht^ die Durchführung län- 
gerer Rechnungen nötig. In dieser Hinsicht ist die Methode 
der älteren kaum überlegen; ihr Hauptvorzug besteht darin, 
daß sie eine einfache Vorschrift für den ganzen Rechnungs- 
gang aufstellt, die den Rechner der Mühe des Nachdenkens so 
ziemlich enthebt. Die Rechnung spielt sich in allen Fällen 
ungeföhr in derselben Weise ab und stellt während ihrer Ab- 
wickelung die möglichst geringen Anforderungen an eine höhere 
geistige Tätigkeit. Nur weil der Satz vom Minimum der Form- 
änderungsarbeit bei seiner Anwendung zugleich ein Minimum 
von Gedankenarbeit erfordert, ist er zu der Bedeutung eines 
der wichtigsten Sätze der technischen Mechanik gelangt, übri- 
gens soll in dieser Bemerkung durchaus nicht etwa irgendein 
Vorwurf enthalten sein; vielmehr geht das Streben der Wissen- 
schaft stets auf eine Ersparnis von Gedankenarbeit hinaus, und 
jede Änderung der früheren Darstellung, die hierzu verhilft, 
bildet einen wichtigen Fortschritt. 

§ 35. Allgemeinere Fassung der Sätze von Oastigliano. 
Bei den Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphen 
bedeutete ^?^ irgendeine Einzelkraft, die als Last an dem Kör- 
per angriff, von dem wir die Formänderungsarbeit berechneten. 
Man kann sich aber unter V^ auch eine Gruppe von Lasten 
vorstellen, wenn nur unter dem zugehörigen y,. eine Verschie- 
bungsgröße verstanden wird, durch deren Multiplikation mit 
dem Mittelwerte von T^ beim allmählichen Aufbringen der 
Belastung die dabei von P^ geleistete Arbeit gefunden wird. 
Durch diese Erweiterung der Bedeutung von P,. und y^ wird 
an den früheren Schlüssen offenbar nichts geändert. 
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Diese Bemerkung bezieht sich namentlich auf den Fall, 
daß ein Kräftepaar an dem betrachteten Körper angreift. 
Unter F^ ist dann das Moment des Kräftepaares und unter y 
der Drehungswinkel zu verstehen, den die Angriflfsstelle von 
Pj um eine in der Richtung des Momentenvektors gezogene 
Achse beschrieben hat. Hierbei wird vorausgesetzt, daß die 
Angriffspunkte der Kräfte des Kräftepaares so nahe bei einander 
liegen, daß die dazwischen liegende Stelle, die als Angriffsstelle 
bezeichnet wurde, für sich genommen keine merkliche Form- 
änderung, sondern im wesentlichen nur Verschiebungen und 
Drehungen infolge des übrigen viel größeren und weiterhin aus- 
gedehnten Körpers erfähi-t. Dann ist in der Tat die beim all- 
mählichen und gleichzeitigen Aufbringen der Lasten vom Kräfte- 
paare P,. geleistete Arbeit gleich yPj-y,- zu setzen, genau so 
als wenn P^ eine Einzellast und y^ die in deren Richtung ge- 
nommene Verschiebung des Angriffspunktes bedeutete. 

Häufig ist es nämlich zweckmäßig, ein Kräftepaar an einer 
Einspannstelle eines statisch unbestimmten Trägers in dem 
früher besprochenen Sinne als statisch unbestimmte Größe in 
die Rechnung einzuführen. Da für ein solches Einspannmoment 
P, der zugehörige Drehungswinkel y, verschwinden muß, er- 
hält man auch in diesem Falle die Bedingungsgleichung (95), 
wenn darin unter P^ das unbekannte Einspannmoment ver- 
standen wird. 

Dann sind die früheren Betrachtungen noch nach einer 
zweiten Richtung emer Erweiterung fähig. Um die statisch 
unbestimmten Größen möglichst einfach berechnen zu können, 
ist es oft nützlich, eine Konstruktion in zwei (oder auch 
noch mehr) Teile zu zerlegen. Gewöhnlich führt man 
diese Zerlegung so aus, daß jeder Teil, wenn er für sich ge- 
nommen würde, einen statisch bestimmten Träger bildete. Für 
die Teilstücke sind die an der Verbindungsstelle übertragenen 
inneren Kräfte des ganzen Verbandes als äußere Kräfte, also 
als Lasten aufzufassen. Diese bilden die statisch unbestimmten 
Größen der Aufgabe, und auch für sie gilt Gl. (95) und läßt 
sich zu ihrer Berechnung verwenden. 
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Um dies zu beweisen^ bemerke ich^ daß sich die ganze 
Formänderungsarbeit Ä in zwei Teile 

A^A, + A, (96) 

zerlegen läßt, so daß A^ die im ersten Teilstücke aufgespeicherte 
potentielle Energie bezeichnet und A^ die im anderen Teilstücke. 
Bedeutet nun P^ eine vom zweiten Teilstücke auf das erste an 
der Verbindungsstelle übertragene unbekannte Kraft oder ein un- 
bekanntes Moment, so hat man nach 61. (93) für den ersten Teil 

und eine entsprechende Gleichung gilt auch für das zweite 
Teilstück. Man weiß aber, daß die beiden Teile so miteinander 
zusammenhängen; daß die Formänderungsgröße y^ für beide 
gleich groß sein muß, und erhält daher 

dÄ, dA 

dPi dPi ' 

Das Minuszeichen auf der rechten Seite rührt davon her, daß 
nach dem Wechselwirkungsgesetze P^ am zweiten Trägerteile 
entgegengesetzt gerichtet ist wie am ersten. Mit Rücksicht 
auf GL (96) folgt daher auch in diesem Falle 

dP'i "■ JPi "^ äPi "" • 

Man kann jetzt alle vorhergehenden Betrachtungen zu dem 
allgemeinen von Castigliano herrührenden Satze zusammenfassen: 

„Die partiellen Ableitungen der Formänderungs- 
arbeit eines dem Hookeschen Gesetze unterworfenen 
Körpers nach den statisch unbestimmten Kräften, die 
so ausgewählt sind, daß sie selbst keine Arbeit leisten, 
sind gleich Null und aus den sich hieraus ergebenden 
Bedingungsgleichungen können die statisch unbe- 
stimmten Kräfte berechnet werden." 

Man kann diesem Satze noch eine andere Form geben, 
die sich durch die gedrängte Art der Aussage dem Gedächt- 
nisse besser einprägen läßt. Die Gleichung 
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ist nämlicli eine notwendige Bedingung dafür, daß P^ so ge- 
wählt sei, um Ä entweder zu einem Maximum oder zu einem 
Minimum zu machen. Nun muß sich ein Minimum für die 
Fornulnderungsarbeit bei den im übrigen gegebenen Lasten 
immer angeben lassen, und da die Torstehende Gleichung für 
die Unbekannte P^ wie aus den früheren Entwickelungen her- 
vorgeht, vom ersten Grade ist, muß die einzige Lösung, die sie 
zuläßt, diesem Minimum entsprechen. Das gilt auch, wenn mehrere 
statisch unbestimmte Größen und eine ebenso große Zahl von Be- 
dingUDgsgleichimgen nach dem Muster der vorstehenden, die alle 
vom ersten Grade für die Unbekannten sind, vorkommen. 

Hiemach kann man den vorhergehenden Satz auch in der 
Form aussprechen: 

„Die statisch unbestimmten Größen machen die 
Formänderungsarbeit zu einem Minimum." 

In dieser Aussage wird er als der Satz vom Minimum 
der Formänderungsarbeit bezeichnet. Wenn vom Satze von 
Castigliano gesprochen wird, ohne nähere Angabe, welcher von 
den verschiedenen von ihm herrührenden Sätze gemeint sei, 
ist gewöhnlich dieser Satz vom Minimum der Formänderungs- 
arbeit darunter zu verstehen. 

§ 36. Stoßweise Belastung. 

Bei allen vorausgehenden Berechnungen der Formände- 
rungsarbeit ist angenommen worden, daß die Belastung ganz 
allmählich von Null an auf ihren Höchstwert gesteigert wird. 
Dies war nötig, um auszuschließen, daß ein merklicher Teil 
der von der äußeren Kraft geleisteten Arbeit zur Beschleu- 
nigung der Masse des belasteten Körpers verwendet, also in 
kinetische Energie umgesetzt wird. Diese Untersuchungen be- 
dürfen aber jetzt noch einer Ergänzung. Die allmähliche 
Steigerung der Belastung bildet zwar die Regel; man kann 
aber durch geeignete Vorrichtungen auch erreichen, daß die 
Last plötzlich aufgebracht wird und von Anbeginn der Be- 
lastung an mit ihrer vollen Größe auf den Träger einwirkt. 
Den Weg des Angriffspunktes der Belastung während der 
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elastischen Formänderung bis zum größten Ausschlage und in 
der Richtung der Kraft gemesden, wollen wir der Kürze halber 
in diesem Falle den dynamischen Biegungspfeil nennen und ihn 
mit f^ bezeichnen^ obschon die ganze Betrachtung nicht nur 
für den Fall der Biegung, sondern für jeden BelastungsfaU 
gültig ist. Die Arbeit der Last P ist dann gleich 

Pf, 

zu setzen, da hier der Faktor \ fortfällt. Zunächst sieht man 
ein, daß f^ größer sein muß, als der früher berechnete statische 
Biegungspfeil /"„ der zu derselben Last P im Gleichgewichts- 
zustande gehören würde. Denn wenn die elastische Form- 
änderung bis zu f^ vorgeschritten ist, hat P schon eine Arbeit 
iy, geleistet, die nach den früheren Untersuchungen doppelt 
so groß ist als die bei dieser Formänderung aufgespeicherte 
potentielle Energie. Die andere Hälfte der geleisteten Arbeit 
muß sich daher — unter der Voraussetzung, daß die Form- 
änderung vollkommen elastisch ist — in lebendige Kraft der 
sich bewegenden Massen umgesetzt haben. Nach dem Träg- 
heitsgesetze geht dann die Bewegung über die Formänderung 
f^ hinaus weiter. Diese weitere Bewegung ist eine verzögerte, 

da jetzt eine größere Belastung als P erforderlich wäre, um 
den erreichten Formänderungszustand aufrechtzuerhalten. Da- 
bei verwandelt sich die vorher angesammelte lebendige Kraft 
ebenfalls in Formänderungsarbeit, und wenn die Bewegung bis 
zu f^ fortgeschritten ist, ist die ganze zugeführte Energie in 
diese Form umgewandelt, so daß dann 

gesetzt werden kann. In dieser Lage kann der Körper aber 
nicht verharren, da die Formänderung größer ist, als es der 
Last P im. Gleichgewichtszustande entspricht; er geht daher 
wieder zurück und führt Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage /^ herum aus. 

Man weiß aus der Erfahrung, daß diese Schwingungen all- 
mählich erlöschen. Dies rührt zum Teile vom Luftwiderstande 
und anderen Bewegungswiderständen, der Hauptsache nach aber 
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davon her, daß eine schnell eintretende Formänderung, auch 
wenn sie nicht besonders groB ist, nicht mehr vollkommen 
elastisch erfolgt. Hierbei macht sich die schon in § 10 er- 
wähnte innere Reibung geltend. Mit Rücksicht hierauf tut 
man besser, die vorige Gleichung durch 

ZU ersetzen, wobei nun n einen von den Nebenumständen des 
Falles abhängigen Zahlenfaktor bedeutet, der sicher ein echter 
Bruch, unter gewöhnlichen Umständen aber nicht viel kleiner 
als 1 ist. 

Hier handelt es sich nicht darum, den Verlauf der Schwin- 
gungen zu untersuchen, die der Körper um die Gleichgewichts- 
lage ausführt, sondern nur um die größte Beanspruchung des 
Materials, die er während des ganzen Vorganges erleidet. Diese 
hängt von der größten Formänderung ab, die überhaupt vor- 
kommt, also von f^. Wir entscheiden die Frage am einfachsten 
dadurch, daß wir berechnen, wie groß eine Last P' sein müßte, 
die im Gleichgewichtszustande dieselbe Formänderung f^ her- 
vorbrächte, wie sie hier unter P auftritt. Wir wissen, daß 
für diese A^^P'f 

wäre, und da A in beiden Fällen dieselbe potentielle Energie, 
die nur von dem erreichten Formänderungszustande abhängig 
ist, bedeutet, erhalten wir durch Gleichsetzung beider Werte 

P'«2nP (97) 

oder, wenn wir näherungsweise w «= 1 setzen, 

P' = 2P. 

Beim plötzlichen Aufbringen der Belastung wird 
also ein Träger doppelt so stark beansprucht, als 
wenn er dieselbe Belastung im Gleichgewichtszustande 
trägt. Auf diesen einfachen Satz ist bei den Festigkeitsberech- 
nungen vieler Tragkonstruktionen Rücksicht zu nehmen. 

Ähnlich liegt z. B. der Fall bei Eisenbahnbrücken, über die ein 
Zug mit großer Geschwindigkeit fährt. Freilich ist der Vorgang hier 
verwickelter und überhaupt nur auf Grund einer eingehenden Untar- 
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;siichiiD^ der auflretenden Sehwingnngen wenigstens nähemngsweise 
zu Terfolgen. Immm'iiin läÜ(t sich Ton Tomherein erwarten, dmB 
größere Formlndeningen auftreten werden, als sie einer gleichen ruhen- 
den Belastung entsprechen würden, und man kann diesem Umstände 
auf Gmnd der Torausgehenden Betrachtungen dadurch Rechnung 
tragen, daB man die bewegte Last mit einem Zahlenfaktor multi- 
pliziert in die Bcchnung einfohit. So rührt von Gerber die Vor- 
schnfl her, dafi man die bewegte Last in solchen Pillen mit dem 
ly^fiichen Betrage in Ansatz bringen solL Der Zahlenfaktor ist 
kleiner als der in Gl. (98) gefiindene Wert 2, was sich damit recht- 
fertigt, daß hier in der Tat Ton einem plötzlichen Aufbringen in die 
angünstigste LaststeUnng nicht die Rede sein kann, so daß die 
Yentäiknng der Beanspruchung niedriger zu schätzen ist als dort. 

Schon das plötzliche Aufbringen einer Belastung ohne 
Anfangsgeschwindigkeit in der Durchbiegungsrichtang wird als 
eine stoßweise Belastung bezeichnet. Außerdem muß aber auch 
nocli der Fall eines Stoßes im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
ontersacht werden, bei dem die Last schon beim Auftreffen 
auf den Körper eine Geschwindigkeit v in der Richtung der 
nachher erfolgenden Durchbiegung und damit eine lebendige 
Kraft 

hatte, unter h ist dabei die Fallhöhe zu Terstehen, durch 
deren Durchlaufen die Geschwindigkeit v entweder wirklich 
erreicht wurde oder doch erreicht werden konnte. — Auch 
dieser Fall ist wie der vorige zu behandeln: man setze: 

A = nPih+Q, (99) 

wobei n wieder ein Zahlenfaktor ist, der aber hier unter Um- 
standen erheblich kleiner als 1 werden kann, in der zutreffen- 
den Wahl oder in der richtigen Berechnung von n beruht die 
Schwierigkeit der Aufgabe, für die man keine yollstandig be- 
friedigende Lösung besitzt. £s kommen hier mehrere Umstände 
zusammen, die die Sache sehr yerwickelt machen. Zunächst 
kommen, wie bei jedem Stoße, der nicht yoUkommsn elastisch 
erfolgt, Verluste an mechanischer Energie vor, die mit Er- 
wärmungen und kleinen bleibenden Formänderungen in der 
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Nähe der Aufschlagstelle zusammenhängen. Femer erstreckt 
sich die Formänderung nicht plötzlich über den ganzen Trä- 
ger^ sondern sie pflanzt sich mit der zwar großen, aber doch 
nicht unendlich großen Schallgeschwindigkeit in ihm fort, so 
daß unter Umständen die der Stoßstelle ferner liegenden Teile 
erst in Bewegung kommen, wenn die „erste Stoßperiode'' an 
der Aufschlagstelle vielleicht schon ganz abgelaufen ist. Schließ- 
lich kommt noch der durch die innere Reibung bei schnellen 
Formänderungen hervorgerufene Verlust an mechanischer Ener- 
gie in Betracht, der beim Auftreffen der Last mit großer Ge- 
schwindigkeit von viel größerer Bedeutung werden kann, als 
beim plötzlichen Aufbringen der Last ohne Anfangsgeschwin- 
digkeit. 

Um wenigstens zu einer ungeföhren Abschätzung zu gelangen, 
setzt man nach Cox, von dem diese Betrachtung zuerst angestellt 
wurde, voraus, daß sich die Formänderung am Ende der ersten Stoß- 
periode über den ganzen Träger erstreckt habe, und berechnet den 
Verlust an mechanischer Energie nach der Formel für den imelasti- 
schen Stoß. Hierbei führt man an Stelle der ganzen Masse M des 
Trägers eine reduzierte Masse M' ein, die so bemessen wird, daß sie 
an^er Stoßstelle vereinigt dieselbe lebendige Kraft ergeben würde, 
wie sie der Träger am Ende der ersten Stoßperiode erlangt hat. Unter 
der freilich willkürlichen Voraussetzung, daß sich die Geschwindig- 
keiten der einzelnen Massenteilchen des durch den Stoß auf Biegung 
beanspruchten Balkens zueinander verhalten wie die Durchbiegungen^ 
^, die sie bei einer an der Stoßstelle aufgebrachten ruhenden Last 
annehmen würden, erhält man 



jyr' = / yj indx^ 



wenn unter fi die auf die Längeneinheit bezogene Masse des Balkens 

und unter ~ das Verhältnis der Durchbiegung an der Stelle x zum 

Biegungspfeile an der Belastungsstelle verstanden wird. Für den 
Fall, daß der Stoß in der Balkenmitte erfolgt, erhält man nach den 
Gleichungen (81) und (82) 

für die Querschnitte zwischen und ^ . Man hat daher 
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womit, da (il ==^ M gesetzt werden kann, die reduzierte Masse M* 
übergeht in ^^7 

was rund die Hälfte von M ausmacht. 

Nach der im ersten Bande abgeleiteten Formel für den Stoß- 
verlust hat man nun 

Verl= «-^.^ = ^^'^.P/. 
^^^^ Q' + P 2g Q' + P ^"' 

wenn jetzt unter Q' das reduzierte Gewicht, also rund die Hälfte des 
ganzen Gewichts des vom Stoße getroffenen Balkens verstanden wird. 
Unter Vernachlässigung von f^ gegen /i, was bei einigermaßen großen 
Stoßgeschwindigkeiten in der Regel zulässig ist, findet man daher für 
den Zahlenfaktor n p 

Nach dieser Formel wird n rund gleich '/j, wenn die auftreflfende 
Last dasselbe Gewicht hat wie der Balken, und es wird um so kleiner, 
je kleiner die stoßende Last im Vergleiche zum Eigengewichte des 
Balkens ist. Das stimmt ja wohl auch ungeföhr mit der Erfahrung 
überein. Als einigermaßen zuverlässig kann aber, wie schon bemerkt, 
diese Entwickelung wegen der Willkürlichkeit der Voraussetzungen, 
auf denen sie beruht, keineswegs betrachtet werden. Man wird viel- 
mehr erst von späteren eingehenden Untersuchungen, die sich in erster 
Linie auf die Ergebnisse von hinlänglich zahlreichen Versuchen werden 
stützen müssen, eine bessere, mit dem wirklichen Verhalten gut über- 
einstimmende, theoretische Darstellung der Festigkeit gegen Stoß er- 
warten dürfen. 

Wenn n bekannt oder auf Grund einer Einschätzung an- 
genommen ist, folgt daraus die gleichwertige statische Be- 
lastung P' und mit dieser die Beanspruchung des Materials 
wie vorher aus der Gleichung 

^py, = «p(A + /•,). (100) 

Die andere Unbekannte f^ läßt sich nämlich nach den früher 
dafür angestellten Betrachtungen in der zugehörigen statischen 
Belastung P' ausdrücken, worauf die Gleichung nur noch die 
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eine Unbekannte P' enthält, nach der sie leicht aufgelöst 
werden kann. Ein Beispiel dafür findet man in Aufg. 25. 

Schließlich möge noch auf einen Umstand hingewiesen 
werden, der die Festigkeit gegen Stoß sehr herabzusetzen ver- 
mag. Versieht man nämlich den Stab an der gefährdetsten 
Stelle (oder irgendwo, wenn die Beanspruchung wie beim 
achsialen Stoße überall dieselbe ist) mit einem Einschnitte, so 
wird durch diese Querschnittsverschwächung zwar auch schon 
die Festigkeit gegen ruhende Belastung herabgesetzt; in viel 
höherem Maße verliert aber der Stab die Fähigkeit, Stöße auf- 
zunehmen, ohne sofort ganz zu zerbrechen. Die Widerstands- 
fähigkeit gegen Stöße hängt nämlich von der Formänderungs- 
arbeit ab, die geleistet werden muß, ehe der Bruch begizmt. 
Wenn aber z. B. eine Zugstange mit einer ringsum laufenden 
Eindrehung versehen ist, tritt an dieser Stelle der Bruch be- 
reits ein, bevor sich der übrige Teil des Stabes zu strecken 

vermochte. Es wird daher schon ein Stoß von weit geringerer 
Energie ausreichen, um den Bruch herbeizuführen. 

§ 37. Satz von Maxwell über die Gegenseitigkeit der 

Verschiebungen. 

Dieser wichtige Satz läßt sich mit wenigen Worten aus 
den Sätzen von Castigliano ableiten. Das soll zuerst geschehen; 
da aber hierbei nicht leicht zugleich das volle Verständnis 
für den Sinn des Satzes gewonnen werden kann, werde ich 
nachträglich noch eine andere Ableitung geben, die leichter 
verständlich ist 

Nach Gl. (94) ist 

* * ^ oPi 
Wir wollen diese Gleichung nach irgendeiner der anderen 
Lasten, etwa nach Pj^ differentiieren. In jedem Gliede der rechten 

Seite ist der Faktor ^^ von Pj abhängig, der andere Faktor 

nur in dem einen Gliede, das sich auf P^ selbst bezieht. Beim 
DifiFerentiieren erbalten wir also auf der rechten Seite ein Glied 
mehr als wir hatten, nämlich 
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d*y , d^k 



+ 



(101) 



cPiCPjt ' cPi 

Wenn das Snperpositionsgesetz für die eUstischen Form- 
änderungen gültig isty sind die elastischen Yerschiebangen y 
Funktionen ersten Grades der Lasten; y^ ist also etwa Ton 
der Form 

y. - «« A + «., ?. + «,, P, + • • • + «.,P, + • • • (102) 

Die Ton der Gestalt und den elastischen Eigenschaften 
des Korpers, sowie von der Lage des Punktes, zu dem y.- ge- 
hört, und der Lage des Angriffspunktes der betreffenden Last 
abhängigen Koeffizienten a pflegt man als die EinfluB- 
zahlen der zugehörigen Lasten auf die Durchbiegungen oder 
sonstigen Formänderungen y zu bezeichnen. 

Unter dieser Voraussetzung verschwinden alle zweiten 
Differentialquotienten der y^ und GL (101) vereinfacht sich zu 

dVi _dyk noTi 

dPk " dPi' ^^ ' 

Mit Rücksicht auf GL (102) läßt sich dies auch in der Form 

«« - «„ (104) 

aussprechen. Der Einfluß der Last k auf die Verschie- 
bung des Angriffspunktes von t ist demnach ebenso 
groß, als der Einfluß der Last t auf die Versehie. 
bang des Angriffspunktes von Jb. Das ist der Maxwell- 
sehe Satz. 

Ich gebe jetzt eine von den früheren Betrachtungen un- 
abhängige Ableitung, bei der ich mich der Anschaulichkeit 
wegen auf die Betrachtung des einfachsten, aber auch am Imufig- 
sten vorkommenden Falles beschränke. In Abb. 44 ist ein auf zwei 
Stützen ruhender Balken gezeichnet^ ^! IE 

von dem irgend zwei beliebig aus- 
gewählte Querschnitte mit den Ord- 
nungsziffem I und II versehen wurden. 
Ich denke mir zunächst eine Last P^ 

im Querschnitte I aufgebracht. Wäre j* i^ 

Pi gleich der Lasteinheit, so müßte Ai»b. u. 
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die Durchbiegung unter dieser Last im Querschnitte I nach den 
Forhergehenden Festsetzungen mit a^^ und im Querschnitte II 
mit a,^ bezeichnet werden. Diese Oroßen sind wieder die Ein- 
flußzahlen der Last im Querschnitte I auf die Durchbiegungen 
in den Querschnitten I und II, und die wirklichen Durchbie- 
gungen infolge von P^ sind a^Pj für den ersten und a^Pj 
für den zweiten Querschnitt. 

Dann soll auch eine andere Last P, im Querschnitte II 
aufgebracht werden, deren Einflußzahlen entsprechend mit a^^ 
und ^22 bezeichnet seien, so also, daß der erste Zeiger immer 
angibt, an welchem Querschnitte die Einsenkung beobachtet 
wird, während der zweite die Laststellung beschreibt. 

Wenn man erst P^ und dann Pj aufbringt, leisten beide 
Kräfte Arbeiten, deren Summe gleich der im Endzustande des 
Balkens aufgespeicherten potentiellen Energie ist. Während Pj 
aufgebracht wird, ist die von ihm geleistete Arbeit gleich 

Während des hierauf folgenden Auf bringens von Pg verschieben 
sich die Angriffspunkte beider Kräfte. Beide leisten also Arbeit, 
wobei zu beachten ist, daß P^ während der ganzen Dauer 
dieses Vorgangs seine Größe beibehält, während Pg von NuU 
bis zu seinem Endwerte anwächst. Die in dieser zweiten 
Periode geleistete Arbeit ist daher 

Im ganzen wird daher die potentielle Energie des vollständig 
belasteten Balkens 

^-=T«ll^l' + ai2A^8 + f«88A*- (105) 

Man kann aber zu demselben Endzustande auch dadurch 
gelangen, daß man zuerst Pg und dann erst Pj aufbringt. 
Dann lassen sich dieselben Schlüsse wiederholen, wobei sich 
nur die Zeiger 1 und 2 miteinander vertauschen. Man findet 
daher auch 

A =* 20^22 ^2 "t" ^21-^2 ^1 "^ T^ll ^1 ' 
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Dieser Wert muß dem yoraiisgeHenden gleich sein, nnd 
der Vergleich zwischen ihnen zeigt^ dafi 

«18 - «« (106) 

ist, womit der Maxwellsche Satz von neuem bewiesen ist 

Nachträglich überzeugt man sich leicht^ daS die der 
Abb. 44 zugrunde liegende besondere Voraussetzung ober die 
Gestalt und die Belastungs weise des / 

Tragers unwesentlich ist Man kann 
diese Abbildung auch durch die 
nebenstehende ersetzen, in der ein 
beliebig gestalteter und beliebig auf- 
gelagerter Trager dargestellt werden 
soll. Auf diesem Körper wähle man 
zwei beliebige Punkte I und U aus 
und ziehe durch jeden in beliebiger 
Richtung ii^endeine gerade Linie. ^^' ^ 

Läßt man dann eine Kraft an I in der angenommenen Richtung 
angreifen, so wird sich U in irgendeiner Richtung verschieben. 
Von dieser Gesamtverschiebung beachten wir aber nur jene Kom- 
ponente, die in die Richtung der durch II gelegten Geraden 
fällt. Und diese Verschiebung ist ebenso groß, als sich I in 
der zugehörigen Richtung verschieben würde, wenn man an U 
eine ebenso große Kraft in der dort gewählten Richtung an- 
greifen ließe. Denn in der Tat lassen sich die vorausgehenden 
Schlüsse ohne jede Änderung auch auf den Fall der Abb. 45 
übertn^en. 

Es bleibt mir jetzt noch übrig, auf die Anwendungen hin- 
zuweisen, die man von dem Maxwellschen Satze bei den Festig- 
keitsberechnungen der technischen Praxis macht. Diese sollen 
an zwei einfachen, schon früher mehrfach behandelten Bei- 
spielen erläutert werden. 

Bei der Berechnung eines über zwei Ö&ungen durch- 
laufenden Balkens auf Grund des Maxwellschen Satzes beginnt 
man damit, die Mittelstütze fortzunehmen und an dieser Stelle 
eine Last von It (oder überhaupt von der Krafteinheit) an- 
zubringen. Man ermittelt nun die Gestalt der elastischen Linie, 

Föppl, Festigkeitslehre. S. Aufl. 18 



178 Vierter Abschnitt. Die Formanderungsarbeit 

die diesem Belastungsfalle entspriclit^ entweder auf dem Wege 
der Rechnung, wie es früher erläutert wurde, oder auf graphi- 
schem Wege. Die Abszisse der Mittelstütze Yom linken Auf- 
lager gerechnet, sei mit a, die eines beliebigen anderen Quer- 
schnitts mit X bezeichnet. Dann gibt die Ordinate der elastischen 
Linie im Querschnitte x unmittelbar die Einflußzahl 

an. Nach dem Maxwellschen Satze ist aber 

und wir kennen damit auch die Einsenkung am Querschnitte a 
bei fortgenommener Mittelstütze, wenn im Querschnitte x die 
Lasteinheit angreift. Daraus folgt aber durch eine schon früher 
wiederholt benutzte einfache Überlegung auch die Größe des 
Auflagerdrucks auf der Mittelstütze bei diesem Belastungsfalle. 
Die Auflagerkraft muß nämlich so groß sein, daß sie jene 
Durchbiegung wieder rückgängig macht. Nun kennen wir 
schon aus der gezeichneten elastischen Linie die elastische Ver- 
schiebung a^^ des Querschnitts an der Mittelstütze für eine an 
dieser selbst angreifende Lasteinheit, und wir wissen, daß die 
elastische Verschiebung der Größe der Last proportional ist. 
Wir haben also, wenn die Last im Querschnitte x mit P und 
der von ihr in Wirklichkeit an der Mittelstütze hervorgerufene 
Auflagerdruck mit Z bezeichnet wird, die Gleichung 

ao ax 7 

woraus mit Rttckeicht auf den Maxwellschen Satz 



Z-^^P (107) 

folgt. Das Verhältnis der zwei Ordinaten der ursprünglich 
gezeichneten elastischen Linie in den Querschnitten x und a 
lehrt uns also sofort für jede beliebige Stellung einer Einzel- 
last den Bruchteil kennen, der von dieser Einzellast auf die 
Mittelstütze übertragen wird. Dieser Anteil ist überall pro- 
portional mit der Ordinate cc^^ der elastischen Linie. Man 
bezeichnet daher diese elastische Linie als die Einflußlinie 
für den Auflagerdruck Z» 
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Sobald die Vorarbeit des Aufzeichnens dieser Linie er- 
ledigt ist, kann die weitere Berecfanong des durchlaufenden 
Tragers genau so erfolgen, als wenn er statisch bestimmt wäre. 
Denn man ist imstande, für jeden beliebigen Belastungsfall 
— z. B. wenn ein Eisenbahuzug die Belastung bildet — sofort 
den Auflagerdruck Z nach der Gleichung 

anzugeben, worauf die übrigen Auflagerkrafte, die Momente 
und Scherkräfte genau so wie beim Balken über einer Offiiung 
folgen. Gerade hierin beruht die große Bedeutung des Max- 
wellschen Satzes für die Festigkeitsberechnungen der Praxis. 
Man mufi dabei sehr viele yerschiedene Laststellungen in Be- 
tracht ziehen^ und es wäre äußerst mühsam, wenn man dabei 
immer wieder Ton neuem die Rechnung auf Grund der Elasti- 
zitätslehre auszuführen hätte. Dem ist man durch die yoraus- 
gehenden Erörterungen Tollständig enthoben. Die Konstruktion 
einer einzigen elastischen Linie genügt, um alle Unterlagen 
für die weiteren Berechnungen zu liefern. 

Bei diesem Beispiele kam nur eine statisch unbestimmte 
Größe Tor. Ich betrachte, um zu zeigen, wie man in yer- 
wickeiteren Fallen verfährt, jetzt noch einen Balken, der über 
drei Offnungen durchläuft. Vom linken Auflager gerechnet, 
sei die Ordinate der ersten Mittelstütze mit a, die der zweiten 
mit h bezeichnet. Man entfernt zuerst beide Mittelstützen und 
bringt im Querschnitte a die Lasteinheit auf. Die Ordinaten 
der zugehörigen elastischen Linie, die man konstruiert, geben 
fßr jeden Querschnitt x die Einflußzahl a^^ und damit auch 
a^^ an. Dann wird eine zweite elastische Linie konstruiert für 
die im Querschnitte h angreifende Belastimgseinheit, wodurch 
man die Einflußzahlen a^^ und a^^ erhält. Nach diesen Vor- 
arbeiten kann man die Auf lagerknLfte G und D an den beiden 
Mittelstützen, die zu einer Last P in irgendeinem Querschnitte 
X gehören, sofort durch Auflösen der beiden Gleichungen 

12* 
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erhalten y yon denen die erste ausspricht ^ daß sich die erste 
Mittelstütze in Wirklichkeit nicht in vertikaler Richtung ver- 
schieben kann, während die zweite dasselbe fiir die zweite 
Mittelstütze aussagt. Die Auflösung liefert 

^aa^bb — ^lb ' ^ab — ^aa^bb ^ ^ 

Die Faktoren von P in diesen Gleichungen können, da alle 
darin vorkommenden a durch die beiden elastischen Linien 
gegeben sind, ohne weiteres berechnet werden, womit man die 
Einflußlinien der Lasten auf die beiden Mittelstützendrücke 
findet. Von da ab kann die Berechnung auch dieses Trägers 
genau so durchgeführt werden, als wenn er statisch bestimmt 
wäre. Man sieht leicht ein, wie dasselbe Verfahren in anderen 
Fällen anzuwenden ist. Die weiteren Ausführungen darüber 
gehören nicht mehr der allgemeinen Festigkeitslehre^ sondern 
der Lehre vom Brückenbaue an. 



Aufgaben. 

24, Aufgabe. Eine Spannweite von 6 m (vgl. den Grundriß 
Abb. 46) wird durch drei nebeneinanderliegende l-Träger vom Normal- 
profile 36^ für das S nach dem deutschen Normcdproßbuche zu 
19766 cm*' angegeben ist, in gleichen Abständen von 1 m überdeckt. 
In der Mitte sind die Träger durch einen Querträger N, P. 20 (S « 
2162 cm*") verbunden. Welche Last P darf man an der mittleren 
Kreu0tmgsstelle anbringen, wenn die Spannung a an keiner Stelle 
1000 atm überschreiten soll? Vom Eigengewidite der Träger kann 
abgesehen werden, 

Lösung. Wir denken uns die Konstruktion in zwei Teile ge- 
teilt, von denen der eine nur den mittleren Hauptträger, der andere 
die beiden äußeren Hauptträger und den Querträger umfaßt. Jeder 
dieser Teile für sich genonunen ist statisch bestimmt und als einzige 
statisch unbestimmte Größe der ganzen Aufgabe kommt der Anteil 
Z in Betracht, den der mittlere Hauptträger von der Last P, die an 
ihm angebracht ist, auf den Querträger abgibt. Am mittleren Haupt- 
träger bleibt dann die Belastung P — JZ und der Querträger seiner- 

Z 

seits gibt an jeden der beiden äußeren Hauptträger die Last — weiter. 

An der Kreuzungsstelle müssen sich die beiden statisch bestimmten 
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Teile, in die wir nns die ganze Konstmktion ^///-/y^y/A 'y^<y :%y!v^. ///y.yA^". 



zerlegt dachten, mn gleichviel senken; wir 
finden daher die statisch nnbestimmte Größe 2iKx 
Z nach § 35, indem wir die Abgeleitete der 
Formftnderongsarbeit nach Z gleich Nnll 
setzen. Zunächst ist also A als Funktion von 
Z zu berechnen. 

Wenn ein beiderseits gestutzter Balken 
in der Mitte die Last Q trägt, ist das Biegungs- 
moment Jf auf der linken Hälfte im Abstände 



X Tom Auflager gleich ^x. Die in der linken 

Hälfte aufgespeicherte Formänderungsarbeit 
berechnet sich daraus mit Vernachlässigung 
der Arbeit der Schubspannungen, die in sol- 
chen Fällen immer zulässig ist, nach 61. (88). 
Die Formänderungsarbeit for den ganzen Balken ist doppelt so groß 
und daher gleich 



»-/"-• 






7///y^WyV, /MW/Vy. W/////A y//Mm/A 



s* 



Abb. 46. 



f^ax^-^-f. 



8 
3?dx 



9BES 



Für den mittleren Hauptträger haben wir hierin an Stelle von 
Q die Last P—Z, /«/i = 6m und O = O^ =« 19 766 cm* zusetzen, 

für jeden der heiden äußeren Hauptträger wird Q ^ ^^ während die 

anderen Werte bleiben, und f&r den Querträger ist^ = Z, J = ^ = 2m 
und 0=02 = 2162 cm*. Ln ganzen wird daher die Formänderungs- 
arbeit der gesamten Konstruktion 



96JE:Öi 



+ 2 



(f)V 



+ 



Z»7,» 



^^EB^ ■ 96^0, 



Die Einsetzung der Zahlenwerte wird besser bis zuletzt vor- 
behalten. Durch Nullsetzen des Differentialquotienten Ton A nach Z 
erhalten wir die Bestimmungsgleichung 



0=» — 2 



(P-Z)?,» , Z\* 



96EB^ 
Die Auflosung liefert 

Z=-- 



+ 



9^EBi 



+ 2 



ZK 



96EB^ 



2Pl^* 



H*+2i.»^ 



0,644 P. 
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Es fragt sich jetzt, an welcher Stelle die größte Beanspruchung 
des Materials zu erwarten ist. Diese kann entweder in der Mitte 
des mittleren Hauptträgers oder in der Mitte des Querträgers auf- 
treten, denn die seitlichen Hauptträger sind offenbar weniger be- 
ansprucht als der in der Mitte. Das von dem mittleren Hauptträger 
in der Mitte aufzunehmende Biegungsmoment beträgt 

i^^P^-68,4Pcmkg. 

Wenn die Spannung an dieser Stelle 1000 atm betragen soll, 
berechnet sich P aus der Gleichung 

1000 = ^— • 18, also P « 16 000 kg. 

Das Biegungsmoment im Mittelquerschnitte des Querträgers ist 

dagegen gleich j ^= 27,2 P, und wenn hier die zulässige 

Spannung von 1000 atm nicht überschritten werden soll, darf P, wie 
aus der Gleichung 

27 2 P 

1000 = ^leF • 10 

folgt, nur P= 8000 kg betragen. Der Querträger ist also am meisten 
gefährdet, und wenn er auf Grund des Ergebnisses der Rechnung 
nicht verstärkt wird, ist nur eine Last von 8000 kg für die Kon- 
struktion zulässig. 

25. Aufgabe, Ein l-Balkm N. P 24 (S =« 4288 cw^ GewicM 
36,2 Jcg f, d, Ifd, m) überbrückt eine Spannweite von 2 m. Wie hoch 
darf eme Last von 400 kg auf die Mitte des Trägers herab fällen, 
ohne daß die Spannung von 1600 atm überschritten wird, wenn man 
annimmt^ daß etwa 80 ^/o der lebendigen Kraft in Gestalt von Form- 
änderungsarbeit auf den Balken übergehen, wnd wenn der Elastisitäts- 
modul = 2000000 atm gesetzt wird? 

Lösung, Berechnet man nach der Näherungstheorie von Cox 
den Bruchteil n der zur Formänderung des Balkens aufgewendeten 
Energie, so erhält man 

**-§' + p =" 35 + 400 "* "'^^• 

Nach den Ergebnissen von Versuchen ist aber n nicht leicht 
größer als 0,80 anzunehmen, so daß dieser Wert stets schätzungs- 
weise einzusetzen ist, wenn die Coxsche Formel einen höheren Betrag 
liefert. 
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Wir berechnen hierauf die ruhende Belastung P', durch die die 
angenommene Spannung a <— 1600 atm hervorgerufen würde. Aus 

ö==^-6 folgt dafür P'«-^. 
Die hierbei aufgespeicherte Formänderungsarbeit ist 



A 



-i:-¥i 



96E0 ße*E 



oder nach Einsetzen der Zahlenwerte .tf » 1600 atm, l »> 200cm, 
S = 4288 cm*, 6 == 12 cm und E -= 2000000 atm 

A = 1270 cm kg. 

Die Höhe A, aus der die Last herabfallen darf, folgt ans 

0,8 . 400 . Ä =* 1270 zu Ä « 4,0 cm. 

Diese Zahl ist indessen noch nicht ganz genau, da das Gewicht von 
400 kg beim Herabsinken um den dynamischen Biegungspfeil f^ 
auch noch eine Arbeit leistet. Eigentlich ist daher Ä + /]j — 4,0 cm. 
Der Biegungspfeil f^ ist gleich dem statischen Biegungspfeile für die 
Last P\ also 

fä - 40^ - 12^ = ^'22 cm. 

Die ursprüngliche Höhe h des Gewichtes über dem Träger darf 
daher nur etwa 38 mm betragen, wenn die zugelassene Spannung 
nicht überschritten werden soll. 

J^6. Aufgabe. Ein Brückenträger erfuhr unter einer EinzeUast 
von 10 t EinsenJcungen, die an drei verschiedenen Stellen zu 2fi, 2,5 
wnd 4,0 mm beobachtet wurden. An diesen drei Stellen werden nachher 
Lasten von 8, 12 und 6 t aufgebracht Um wieviel senkt sich jene 
Stelle, die vorher als Angriffspunkt der EvnzeÜast von 10 t gedient hatte? 

Lösung, Stillschweigend ist vorausgesetzt, daß die Form- 
änderung voUkonmien elastisch ist. Nach dem Marwellschen Satze 
ist die gesuchte Durchbiegung 

y = 8 . 0,2 + 12 . 0,25 + 6 • 0,4 - 7,0 mm. 

27. Aufgabe, Ein Stab AC (Abb. 47) von überall gleichem 
Querschnitt überdeckt zwei Öffnungen AB und BC von 3 m Spann- 
weite. An den Auflagern ist der Stab an vertikalen Bewegungen so- 
wohl nach oben als nach unten gehindert, aber nicht eingespannt. In 
der Mitte jeder Öffnung ist ein nach oben gehender Arm von 1 m 
Länge angebracht, und an den Enden eines jeden Armes wirkt eine 
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nach außen gerichtete horizontale Kraft P von 2000 kg. Wie groß 
sind die durch diese Lasten hervorgerufenen vertikalen Auflagerkräfte? 
Lösung, Denkt man sich die Mittelstütze entfernt, so wird 
dadurch der Träger statisch bestimmt. Die Auflagerkr&fte sind dann 
bei A und C gleich Null, weil die Lasten P schon unter sich im 



A 



Im 



* 



s 



a'l^nt X — 7,3 m, x Jm > 

Abb. 47. 

Gleichgewicht miteinander stehen. Der zwischen den Armen liegende 
Teil des Trägers wird gebogen^ und zwar so, daß die Hohlseite der 
elastischen Linie nach unten gekehrt ist. Die äußeren Abschnitte 
der elastischen Linie bleiben gerade und gehen durch die Auflager, 
punkte A und G. Die Mitte bei B hebt sich daher um einen Betrag, der 
sowohl nach den Lehren des vorigen Abschnitts als auch nach Gl. (93) 
berechnet werden könnte. Es ist aber jetzt nicht nötig, dies auszufahren. 
Wird nun der Träger auch bei B festgehalten, so muß an dieser 
Stelle eine nach abwärts gerichtete Auflagerkraft Z auf um über- 
tragen werden. Diese Kraft können wir auch als eine Last ansehen, 
die so gewählt werden muß, daß ihr Angriffspunkt in Ruhe bleibt. 
Die Last Z bringt an A und (7 Auf lagerkräfte hervor, die gleich jZ 
sind. Wir berechnen die Formänderungsarbeit, die wir jetzt, um Ver- 
wechslimgen zu vermeiden, mit -4' bezeichnen, als Funktion von Z. 

Im ersten Abschnitt des Trägers ist M=» -x und die Pormänderungs- 

arbeit gleich 



J SES'^ "" 2^E& 





Z* 5^ Z»a» 



Im zweiten Abschnitte von o; » a bis o; « 2a ist 

Jf = f a? — 2000 mkg 

und die Formänderungsarbeit gleich 

Sa 



W'ff''~^H'^'^'^2i0(i2^'«'-3OOOa^Z+4OOOOOOa) 



2E 

a 



Die in den Armen aufgespeicherte Formänderungsarbeit ist unabhängig 
von Z und bildet daher ein konstantes Glied, das beim Differentiieren 
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nach Z wegfällt. Sehen wir von diesem Gliede ab, so bleibt für die 
Formänderongsarbeit des ganzen Balkens 

^' - 2 • S^ + 2 . ^j^(iZ«a» - 3000«»Z+ 4000000«). 

Differentiieren wir diesen Ausdruck nach Z, setzen ihn gleich Null 
und lösen die Gleichung nach Z auf, so erhalten wir 



Z-.i?5?^-1500kg. 



'^l.Zm-^ 



P^iOOOkg 






Sa 

28. Aufgabe. Ein Balken von Pi 5000 kg 

quadratischem Querschnitt ist in 
den Punkten Ä und B gestützt und 
trägt die aas Abb. 48 ersichtlichen ^ 

Lasten vtm 5000 und 4000 kg, ^ * — 

Wie groß muß die QuerschnittsseUe ^ 3m ^ 

sein, wenn die Biegungsbeanspru- Abb. 4S 

chung 120 kgjqcm betragen soll? 

Wie groß ist alsdann die im Balken aufgespeicherte Formänderungs- 

arbeit, wenn der Elastizitätsmodul gleich 200000 kg/qcm gesetzt wird? 

Lösung. Die Auflagerkiüfte findet man aus einer Momenten- 
gleichung Ä » 867 und B =» 8133 kg. Die MomentenflAche, die man 
am besten nach den Lehren der graphischen Statik mit Hilfe eines 

Seilpol jgons konstruiert, ist in ^ jß^ ^ 

Abb. 49 angegeben. Das größte . 

Biegungsmoment tritt bei der 

Stutze B auf; es ist negativ und hat 

die Größe 4000 • 1,6 = 6400 mkg. 

Aus der Biegungsgleichnng ^ Abb. vj. 

6-640000 qnk g 

findet man mit tf — 120kgcm~* durch Auflösen nach der Quer» 
schnittBseite a 

a « 1^32000 — 31,7 oder rund 32 cm. 

Für die Berechnung der aufgespeicherten Formänderungsarbeit 
müssen wir drei Last<rebiete unterscheiden. Im erbten Gebiet, das 
von A bis Pj reicht, ist Jf i = Ax und die Formänderungsar^>eit A\ 
daher 

IM 
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Im zweiten Lastgebiet zwischen P^ uod B hat man 
Mn = Äx-Pi(x- 120) = I2OP1 - (Pj - Ä)x « 600000 - 4133aj 
und die Formänderungsarbeit im zweiten Abschnitte wird 

300 

Äu^^^l {QOOOOO - MZZxfdx = -^^ • 106 • 10". 
120 

Für das dritte Gebiet endlich zwischen B und P, rechnet man 
am besten die Abszissen vom rechten Ende her nach links hin und 
erhält 

160 

4000* . 160» 



Jfiii^Psa^; ^lu^^-^-^^OOO'Jx'dx 



0' 
Im ganzen wird daher die Formänderungsarbeit A' 

^' - Je (867' • 288 • 10» + 106 . 10" + ?^ ■ 10») = ?HLi2ü . 

Mit E « 200000 und Ö = — = 87000 geht dies über in 

Ä = 1250 cmkg. 

Anstatt die anfgespeicherte Formänderungsarbeit Ä zu berech- 
nen, kann man aber auch die von den beiden Lasten P^ und Pj ge- 
leistete Arbeit 

berechnen, indem man zuerst die Senkungen y^ und y^ der Angriffs- 
punkte von Pj und Pj ermittelt, was etwa durch Zeichnen der elasti- 
schen Linie nach den Lehren der graphischen Statik geschehen kann. 
Man muß dann — innerhalb der Genauigkeitsgreozen der Zeichnung 
oder Rechnung — denselben Wert für Ä erhalten wie zuvor 
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§ 38. Die ebene Biegung von schwach gekrümmten Stäben. 

Ein Stab, dessen Krömmungshalbmesser im spannaog»- 
losen Znstande weit großer ist als die in die Wutgnjmmifene 
fallende Quersehnittshohe, yerbält sich bei der Biegung ganz 
ähnlieh wie ein nrsprönglich gerader Stab, Ffir einen Mr^lebeti 
^yfldiwadi gekrommten'^ Stab wollen wir zonäi^bst berecboen; 
in welchen Wert ^' der Kr3mmungHhalbtne^<M^ q an ^riner 
bestimmten Stelle übergeht, wenn für di^:5*e HuAle da» ßi^Tgung»- 
moment 3/ die achsiale Belastung 3r and die S^rhubVraft ge 
geben sind. Dabei wird der Fall der ebenen Biegung rr/rau^ 
gesetzt, d L die Mittellinie des Staf/es s^^ll ror der Form 
andenuig eine ebene Kirre gewesen «ein, in deren Ebene alk 
an dem Stabe ar.^o^Te&den äjßeren Kräfte entltsAten sind« tmd 
jeder QaeraefcrJu foü ron 'll^r^er £'r>erie na^::b einer Qner^hnitt^ 
haoptaeiise ge^t-ilnten werden. Dann oIei>/t die M»^UrI*jnie 
jedenMU an^rh na^-rL -ier B.e5f'ir.g ryy;h e>.e e'r^ne Ktirre. 

Die Sr:L-'> kraft ta.*Ke s/^r'^a m:,ä gera^/ien -*«a''i^ ft.-jr g)t>' 
lii^eB Einf -2 *irf 'i.e F'^;rT;.Ir*/;er>^*r,jt Be.rA ge«;^rfcÄ;«er* 
Stabe i«t iftÄer E,:.f. \i \,\ 'ter K^';^ei r.^/'h gefir*^er, we.i r*ei 
dcB gewr^in.jv.ai Ar.wer.^vr.jc«Är>r> 'ie^ „fc',^eti*riger%'^ 'i,*«^ 
Sehr;'' kraft an ri-^r. t.iH k>.f>rr \,fr.'*f *U '^i e,r*^rr» B^r^ea 
unser jr,r-i« i?.r....*i:>ü B-:<.-;r-.r.^er. f> ^^-^ -ür.er &.<<': »•,> 

wirt *i-»»r tÄ^-r. /i..»..-r. -.**!'":.'. r. f.-^ci ,«=^t:.r >i.-b>ir :**h •ct.v 
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äds sprünglichen Länge, und nach der Form- 
änderung schneiden sich die beiden auf- 
einander folgenden Querschnitte daher 
immer noch an derselben Stelle wie vor- 
her (vgl. Abb. 50). Übrigens ist auch die 
elastische Winkeländerung ^dtp immer 
nur sehr klein im Verhältnisse zur ur- 
sprünglichen Größe d^i des Winkels, 
denn man hat dafür 

Abb. 60. dip ^ ds ~ E^ \^^^) 

wobei Jds die elastische Längenänderung irgendeiner Faser 
äs des Balkenelementes bezeichnet. In den praktisch vor- 
kommenden Fällen ist das Verhältnis -^ höchstens etwa gleich 

gjTx^, also auch ^dq) unerheblich gegen dq>. Die durch die 

Momente hervorgebrachten Winkeländerungen sind im allge- 
meinen weit größer. 

Bei der Berechnung von q' brauchen wir also nur auf 
das Biegungsmoment M zu achten, und selbst für die Berech- 
nung von Jdq) genügt dies in den meisten Fällen. Aus den 
weiteren Entwickelungen wird hervorgehen, in welchen Fällen 
es nötig ist, auch den Einfluß von N auf Jd^ zu berück- 
sichtigen. 

Wir können jetzt zur Berechnung von q' von dem Kunst- 
griffe Gebrauch machen, uns den Stab als einen ursprünglich 
geraden vorzustellen, der durch ein fingiertes Biegungsmoment 
Mf zuerst zum Krümmungsradius q und dann noch weiter 
durch das wirklich vorhandene Biegungsmoment M zum Krüm- 
mungsradius q' gebogen wurde. Natürlich müssen wir dabei 
annehmen, daß diese ganze Biegung vorgenommen werden 
kann, ohne daß die Proportionalitätsgrenze überschritten wird. 
Diese Annahme ist indessen nicht bedenklich, solange nur bei 
der Verbiegung von q zu q' keine Abweichung von dem Pro- 
portionalitätsgesetze vorkommt und solange die Längen ds 
der einzelnen Fasern zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quer- 
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schnitten von vornherein nur wenig voneinander verschieden 
waren. Denn der Stab muß sich bei der wirklich mit ihm 
vorgenommenen Biegung dann ebenso verhalten wie der andere 
ursprünglich gerade, den wir an seine Stelle setzen wollten 
und von dem wir immer voraussetzen können, daß die Pro- 
portionalitatsgrenze des Materials, aus dem er besteht, ent- 
sprechend hoch liegt, um ihn ohne deren Überschreitung so- 
wohl zum Krümmungshalbmesser q als zu q' biegen zu können. 
Durch diese Bemerkung wird die Aufgabe der Berechnung 
von q' auf die in § 28 gelöste zurückgeführt. Die Anwendung 
von Gl. (75) auf die Belastungszustände M^ und My + M liefert 

Durch Elimination der Hilfsgröße My aus beiden Gleichungen 
erhalten wir die gesuchte Beziehung 

Auch die durch das Biegungsmoment M bewirkte Ver- 
drehung Jd(p der beiden Querschnitte gegeneinander, also der 
Biegungswinkel, folgt auf demselben Wege aus Gl. (74) zu 

Jdq>^ds^, (112) 

wenn unter ds der Abstand beider Querschnitte, längs der 
neutralen Faser gemessen, verstanden wird. 
V In den Gleichungen (111) und (112) muß man übrigens, 

wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, dem Biegungsmomente M 
das positive Vorzeichen geben, wenn es in demselben Sinne 
wirkt, wie Jf^, d. h. wenn es die ursprünglich schon vor- 
handene Krümmung zu vergrößern sucht. Wirkt dagegen ein 
nach anderen Festsetzungen positiv gerechnetes Biegungsmoment 
M tatsächlich auf eine Verminderung der Krümmung hin, so 
muß man bei der Benutzung der vorstehenden Gleichungen 
vorher auf der rechten Seite noch ein Minuszeichen beisetzen. 
Die Differentialgleichung der elastischen Linie läßt sich 
hier freilich im allgemeinen nicht mit übernehmen. Nur in 
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einem Falle, nämlich dann, wenn die Stabmittellinie im span- 
nungslosen Zustande einen Kreisbogen bildet, kann man für 
Formänderungen, die nur unerhebliche Verschiebungen der zur 
Mittellinie gehörigen Punkte mit sich bringen, eine Gleichung 

^^ aufstellen, die der Differential- 
gleichung (76) für den ge- 

,^„ raden Stab, nämlich 




ES 



dx' 



a^y 



Abb. 51. 



entspricht und von (äer man 
einen ähnlichen Gebrauch 
machen kann wie von dieser. 
— In Abb. 51 sei AB ein 
Stück der kreisförmigen Stab- 
achse im ursprünglichen Zu- 
stande und AG die Gestalt 
dieses Stückes nach der Form- 
änderung. Wir denken uns 

die Gleichung der Kurve AC in Polarkoordinaten, also in 

der Form 

♦• = /•(<p) 

angegeben. Für den Krümmungshalbmesser der Kurve, der 
mit ^' bezeichnet werden soll, wird in der analytischen Geo- 
metrie der Ausdruck 



["+(£)] 



'•+=Q- 






abgeleitet. Setzt man hier r = a -f- y, beachtet, daß y sehr 
klein gegen a sein soll und vernachlässigt im Zähler und 
Nenner die von der zweiten Ordnung kleinen Glieder, so erhält 

man zunächst 

d'^M 

und hieraus weiter 



(^9» 



a«+3a*y 
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i ^ ^ <^y\ 

Im Nenner kann nachträglicli auch noch das von der ersten 
Ordnung kleine Glied Say gegen a' gestrichen werden. Mit 
Rücksicht auf Gl. (111) erhält man daher 

Die Wahl des oberen oder unteren Vorzeichens auf der 
rechten Seite kann erst nachtraglich auf Grund der Festsetzungen 
über jene Richtungen, die als positiv gelten sollen, getroffen 
werden, ganz ähnlich wie schon früher bei der Differential- 
gleichung der elastischen Linie des geraden Stabes. 

Yersteht man unter x^ ag> (vgL Abb. 51) die Länge des 
zum Zentriwinkel 9 gehörigen Ereisbogens, so läßt sich die 
vorhergehende Gleichung auch in der Form 

^«(S+J^)-±^^ (114) 

anschreiben, die mit a » oc sofort in die Gleichung der ela- 
stischen Linie des geraden Stabes übergeht, überhaupt darf 
das zweite Glied in der Klammer gegen das erste stets ver- 
nachlässigt werden, wenn sich die Ausbiegung nur auf einen 
kleinen Teil des Ereisumfanges erstreckt. Im anderen Falle 
muß es aber beibehalten werden, weil bei gleichen Werten 
von dyjdx und cPyJdx^ die Ordinaten y um so größer aus- 
fallen, je größer die Abszissen x im Vei^leiche zu a werden. 
Namentlich dann, wenn es sich um die Untersuchung der 
Formänderung eines in sich zusammenhäugenden Ringes handelt, 
würde die Vernachlässigung des zweiten Gliedes in der Klammer 
gegen das erste zu einem sehr merklichen Fehler führen.^) 



1) Füi eine größere Zahl von Belastnngflfällen für den Kreisbogen 
oder Ereisring findet man vollständig durchgerechnete Formeln, die eich 
auf die genauere Ansgangsgleichong (113) stützen, in der Dissertation 
des Heim Rad. Mayer „Über Elastizität and Stabilität des geschlossenen 
und offenen Kreisbogens^*, die in der „Zeitschr. f. Math, u Physik^* 61, 
1912 abgedruckt ist. 
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Wir haben ferner beim schwach gekrümmten Stabe ebenso- 
viel Grund als beim ursprünglich geraden Stabe zu der Ver- 
mutung^ daß die Spannungsverteilung mindestens näherungs- 
weise dem Geradliniengesetze entspricht, und können daher die 
Formeln für die Spannungen, die durch die äußeren Kräfte 
hervorgerufen werden, ohne jede Änderung aus den früheren 
Betrachtungen über die Biegung des geraden Stabes über- 
nehmen. 



§ 39. Der Bogen mit zwei Gelenken. 

Ein Stab von gekrümmter Mittellinie stütze sich an beiden 
Enden auf zwei Zapfen, um die er sich frei drehen kann. 
Man soll die Auflagerkräfte berechnen, die von diesen Zapfen 
aufgenommen werden, wenn beliebig gegebene Lasten an dem 
Stabe angreifen. Die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt, 
da jeder Auflagerdruck erst durch zwei Komponenten völlig 
bestimmt ist, während die Statik starrer Körper nur drei Gleich- 
gewichtsbedingungen zur Verfügung stellt. 

Die Zapfen, auf die sich der Bogen stützt, bezeichnet man 
als Gelenke; bei der Berechnung treten sie nur als Punkte auf, 
unter denen man sich die Zapfenmittelpunkte zu denken hat. 
Der Bogen mit zwei Gelenken kommt in der Praxis nament- 
lich als Brückenträger vor. Da er nur auf Grund der Ela- 
stizitätstheorie berechnet werden kann, wird er auch häufig 
als „elastischer Bogenträger" bezeichnet. Abb. 52 zeigt die 
übliche Anordnung: beide Gelenke liegen in gleicher Höhe, 
und der Bogen nimmt nur senkrecht gerichtete Lasten auf. 
Die senkrechten Komponenten beider Auflagerkräfte können 
in diesem Falle ohne weiteres mit Hilfe von Momenten- 
gleichungen für die Gelenke als Momentenpunkte berechnet 
werden; sie sind ebenso groß als die Auflagerkräfte eines 
Balkens, der dieselben Lasten trägt. Dazu tritt aber noch die 
Horizontalkomponente jedes Auf lagerdrucks, von der man nach 
den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen nur aussagen kann, 
daß sie an beiden Gelenken gleich groß, aber entgegengesetzt 
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Abb. 6S. 



gerichtet sein muß. Die Größe dieser Horizontalkomponente 
bezeichnet man als den Horizontalschub H des Bogens; dieser 
bildet die statisch unbestimmte Größe^ auf deren Ermittelung 
es Yor allen Dingen ankommt. Denn man sieht ein, daß die 
Biegungsmomente; die Schub- und die Normalkräfte ftir alle 
Querschnitte und daher auch die Spannungen an allen Stellen 
sofort angegeben werden können, wenn H bekannt ist. Wir 
können uns daher 
hier darauf beschran- p 

ken, die Berechnung '^"^' 
von H auseinander- 
zusetzen. 

Diese Aufgabe 
soll zunächst auf 
Grund des Satzes von 
der kleinsten Pormänderungsarbeit gelöst werden. Wenn die zur 
Abszisse x gehörige Ordinate der Stabmittellinie mit 8 bezeichnet 
wird; hat man fiir das Biegungsmoment im Querschnitte x 

M^M.^Hz, (115) 

Hierbei ist das Biegungsmoment; das ein Balkenträger bei der- 
selben Belastung im Querschnitte x aufzunehmen hätte, zur Abkür- 
zung mit M^ bezeichnet, d. h. M^ ist ein Ausdruck von der Form 



also bei gegebenen Lasten eine bekannte Größe. Die dem 
Biegungsmomente M im Bogenelemente entsprechende Form- 
änderungsarbeit kann nach Gl. (87) berechnet werden, wenn 
man darin dx durch ds ersetzt, denn für die Verdrehung der 
benachbarten Querschnitte gegeneinander gilt beim Bogen die- 
selbe Formel wie beim geraden Stabe. Vernachlässigt man 
neben dieser Formänderungsarbeit die durch die achsiale Be- 
lastung N und die durch die Schubkraft hervorgerufene, so 
wird für den ganzen Bogen 






ds 
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\M^-Hzy 
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worin die Integration über die ganze Bogenlänge auszu- 
dehnen ist. 

Wir bilden den Dififerentialquotienten dieses Ausdrucks 
nach der statisch unbestimmten Größe H und setzen ihn gleich 
NuU. Dies liefert 



dA. 
dH 



■/*?/-■"<» - -M^^ + «/Ä"'» - 0, 



and durch Auflösen der Gleichung nach der Unbekannten M 
finden wir 



J E» 



fi=,.^/ff!. (117) 



J Ei 



Der Elastizitätsmodul E kann fast in allen FäUen, die 
überhaupt vorkommen; als konstant über die ganze Bogenlänge 
angesehen werden. Für den besonderen Fall^ daß außerdem 
auch das Trägheitsmoment des Querschnitts überall dieselbe 
Größe hat, vereinfacht sich Gl. (117) zu 

fMuzds 
fl-Vr (118) 

Die Integrale in diesen Formeln können immer ohne 
Schwierigkeit berechnet werden, sei es durch gewöhnliche Inte- 
gration, sei es durch eine mechanische Quadratur. Im wesent- 
lichen ist also die Aufgabe hiermit als gelöst zu betrachten. 

Wir wollen diese Formeln jetzt auf ein einfaches Beispiel 
anwenden. Die BogenmitteUinie sei ein Parabelbogen, und die 
Belastung sei über die ganze Spannweite gleichförmig verteilt, 
d. h. so, daß zu Bogenabschnitten von gleicher Horizontal- 
projektion gleiche Lasten gehören. Dieser Fall hat übrigens 
eine allgemeinere Bedeutung, als es nach dem Wortlaute der 
Aufstellung scheinen könnte. Jeder flache Bogen von symme- 
trischer Gestalt kommt nämlich dem Parabelbogen nahe, z. B- 
auch ein flacher Kreisbogen. Näherungsweise kann daher jeder 
flache Bogen als ein Parabelbogen aufgefaßt werden, und man 
macht davon bei solchen Berechnungen mit Vorliebe Gebrauch, 
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weil sich die Aggfohmng der Bechnnng beim Panibelbogen 
am einfiichsien gestaltet 

Bei gLeichfSnniger Belaetimg ist das Bi^angsmoment M^ 
eines Balkens im Abstände x Tom linken Auflager 

^*-¥— ^ 

and die Momentenflache ist selbst eine Parabel, die bei ge- 
eigneter Wahl des Haßstabes, in dem Jf^ aufgetragen wird, 
zum Zusammenfallen mit der Bogenmittellinie gebracht werden 

kann. In der Mitte geht M. in ^ und s in die Pfeilhöhe h 

o 

des Bogens über, daher kann auch überall 

gesetzt werden. Führt man dies in 61 (118) ein, so erhält 
man 

^= S. (119) 

da sich der Nenner gegen den ihm gleichen Faktor des Zahlers 
weghebt. 

Mit diesen Werten Ton Jlf^ und H wird die Formande- 
rungsarbeit -4, wie ans 61. (116) hervorgeht, zu NulL Wenn 
überhaupt der Wert Null für die Formänderungsarbeit bei 
passender Wahl der statisch unbestimmten 6röße mogUch ist, 
entspricht er jedenfalls einem Minimum, da Ä niemals negatiy 
werden kann. Wir hätten daher auch schon auf 6rund dieser 
einfachen Überl^ung den Wert Ton H bestinmien können^ 
Zugleich werden wir aber hierdurch aufinerksam darauf, daß 
die 61. (118) oder (117) nicht den genauen Wert von H 
liefern können, denn eine kleine Formänderung wird beim 
Aufbringen von Lasten auf einen elastischen Körper immer 
eintreten, und Ä wird also nicht genau gleich Null sein können. 

Der 6rund für den Widerspruch li^ darin, daß wir 
bei der Berechnung von A nur auf die Arbeitsleistung durch 
die Biegungsmomente Rücksicht genommen haben, um zu 
genaueren Besultaten zu gelangen, muß auch auf die Arbeits* 

13» 
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Leistung der Normalkraft N Bücksicht genommen werden. Die 
Arbeit der Schabspannungen kann dagegen, wenn man auf 
Kleinigkeiten nicht zu achten braucht, immer noch yernach- 
lässigt werden, und zwar mit viel größerem Rechte als beim 
Balkenträger, weil beim Bogen die Schubkräfte an sich viel 
geringer ausfallen als beim Balken. Wenn man will, kann 
man indessen auch dieses Glied, gerade so wie es früher beim 
Balken gezeigt wurde, in Ansatz bringen; da es praktisch ganz 
bedeutungslos ist, sehe ich aber hier davon ab. 

Eine über den Querschnitt F gleichförmig verteilte Normal- 
spannung 6 von der Größe 

leistet beim Zusammendrücken des Bogenelementes ds eine 
Arbeit, die auf die Volumeneinheit bezogen nach Gl. (39) 



2^ 

gesetzt werden kann. Multipliziert man dies mit dem Volumen 
Fds des Bogenelementes, so findet man 

Nachdem diese Formänderung vollzogen ist, denken wir 
uns das Biegungsmoment zur Wirksamkeit gebracht. Dabei 
dreht sich der eine Querschnitt relativ zum anderen um eine 
durch den Schwerpuükt gehende Achse. Dabei verschieben 

sich auch die Angriffspunkte der schon vorher angebrachten 

N 
Normalspannungen <J = ^ von neuem, und wir müssen zunächst 

berechnen, wie groß die bei dieser Drehung von ihnen ge- 
leistete Arbeit ist. Für ein Flächenelement dF im Abstände y 
von der Schwerlinie ist die Verschiebung des Angriffspunktes 
der an ihm von Anfang an wirkenden Normalspannung gleich 

y^d(p 

und die gesamte Arbeitsleistung dieser Normalspannungen 

daher gleich ^ i,t^^ P 

JpdFyJdfp^^JydF 
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Nach der Eigenschaft der Schwerlinie ist aber das letzte 
Integral gleich NuU. Im ganzen genommen leisten daher die 
schon vorher in gleichförmiger Verteilung aufgebrachten Normal- 
spannungen während der Drehung keine Arbeit; es bleiben also 
nur die Arbeitsleistungen der durch das Biegungsmoment selbst 
hervorgerufenen Normalspannungen bei dieser Bewegung übrig, 
und diese sind ebenso groß; als wenn zu Beginn ihres Auf- 
tretens das Trägerelement spannungslos gewesen wäre. 

Auch umgekehrt könnte man zeigen^ daß die vom Biegungs- 
momente für sich hervorgerufenen Spannungen keine Arbeit 
mehr leisten, wenn nach ihnen die Normalkraft N angebracht 
wird. Jedenfalls kann also die durch das Zusammenwirken 
von M und N geleistete Formänderungsarbeit gleich der Summe 
der beiden Ausdrücke gesetzt werden, die für M und N für 
sich gefanden wurden. An Stelle von Gl. (116) schreiben wir 
daher jetzt ^ ^ ^ 

Wenn wir jetzt dieselbe Rechnung wiederholen, die zu 
Gl. (117) führte, erhalten wir 



dA 
dH 



- -M^' + ^/Ä"» +/» • S'" - 0- 



Hier ist noch N als Punktion von H auszudrücken, was 
leicht geschehen kann. Um langwierige Formeln, zu vermeiden, 
von denen man später doch keinen Gebrauch macht, weise ich 
darauf hin, daß bei einem sehr flachen Bogen, für den diese 
Rechnung hauptsächlich von Wichtigkeit ist, weil bei ihm der 
Horizontalschub H und daher N besonders groß ausfällt, nahe- 
zu iV = iT gesetzt werden kann. Mit dieser Vereinfachung er- 
hält man ^^ 

und die Auflösung der vorigen Gleichung liefert 



J E9 



ds 



a=.__^-^®_ — (120) 



Jwe^'+JÜ 
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Wenn neben E auch. und F als konstant angesehen 
werden können, vereinfacht sich dies noch weiter zu 

H-^-/—^ (121) 

Unter i ist der Trägheitshalbmesser des Querschnitts, unter 

i^ also -p zu verstehen. Der Vergleich dieser Formel mit GL (118) 

zeigt uns nun auch, welchen Einfluß die Berücksichtigung der 
Normalspannungen neben den Biegungsmomenten auf den Wert 
von H ausübt. Solange i klein gegen den Durchschnittswert 
der Ordinaten is ist, unterscheiden sich die beiden Werte von H 
nach (118) und nach (121) nur unerheblich voneinander. Dieser 
Fall liegt gewöhnlich vor, und man kann dann unbedenklich 
die einfachere Formel zur Berechnung des Horizontalschubs 
verwenden. 

§ 40. Zweites Verfahren zur Berechnung des Horizontalschubs. 

Die Wichtigkeit dieser Untersuchungen für viele praktische 
Anwendungen macht es wünschenswert, noch einen zweiten, 
von dem vorigen völlig verschiedenen Weg zur Lösung der- 
selben Aufgabe zu kennen. 

Ich denke mir den Bogen platt auf den Boden gelegt, das 
linke Ende festgehalten und ein Element von der Länge ds 
zum neuen Krümmungsradius verbogen, während alle übrigen 
Teile des Bogens inzwischen ihre Gestalt behalten sollen. Der 
rechte Teil des Bogens dreht sich dann gegen den festgehal- 
tenen linken um den Winkel ^d(p und jeder zu ihm gehörige 
Punkt beschreibt einen kleinen Kreisbogen von diesem Zentri- 
winkel um den Mittelpunkt von ds. Der Radius des Kreis- 
bogens, den das rechte Bogenende beschreibt, ist in Abb. 53, 
in der die neue Lage des rechten Bogenstücks durch eine 
punktierte Linie (natürlich sehr stark übertrieben) eingetragen 
ist, mit w bezeichnet. Die Länge des Kreisbogens ist daher 
gleich w^d(p zu setzen. Um nun zu erkennen, um wieviel 
sich die Sehne des ganzen Bogens durch die an ds vorge- 
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nommene Yerbiegung vei^ößert hat, denke ich mir nachträg- 
lich den ganzen Bogen ohne Formändenmg um den linken 
Endpunkt so lange gedreht^ bis der rechte Endpunkt wieder 
auf die frühere horizontale Linie föllt. Die beiden nachein- 
ander erfolgten kleinen Wege des rechten Endpunktes bilden 
die Hypotenuse und , ^----- — --^ 

die eine Kathete eines J^'f^^-^ "^""^1 ^ ^ ^ 

unendlich kleinen y^ z): ""--^^ - ^^\J L 

Dreiecks, dessen ^' '^ ""'~~'x 

zweite Kathete die 
gesuchte Sehnenver- 
längerung d/ll angibt. In diesem Dreiecke ist ein Winkel 
gleich dem Winkel a^ den der Radius vo mit der vertikalen 
Richtung einschließt. Man hat also 

djdl — Wjddip cos a = 8dd(p. 

Dieselbe Betrachtung gilt auch für die Yerbiegung jedes 
anderen Bogenelementes, und die dabei auftretenden Änderungen 
der Bogensehne oder der Spannweite l addieren sich zueinander 
algebraisch. Die ganze elastische Spannweitenänderung ist daher 

M ^fgJdip « rjl ds, (122) 

Hierbei ist nur der Einfluß der Biegungsmomente berück- 
sichtigt. Als Yerhältnismäßig unbedeutendes Korrektionsglied 
kann man nachträglich noch die durch die Normalkräfte N 
bewirkte Spannweitenänderung hinzufügen. Bei flachen Bögen 
genügt eSy diese etwa gleich 

MF 

zu setzen. Dieses Glied ist natürlich negativ, da ein Hori- 
zontalschub den Bogen verkürzt; dagegen ist z/Z in Gl. (122) 
positiv, wenn M positiv ist, denn ein Biegungsmoment, das 
wir positiv nennen, biegt einen Balken nach untenhin konvex 
und vermindert bei dem Bogen die ursprüngliche Krümmung, 
streckt also den Bogen gerade und vergrößert dabei die 
Bogensehne. 
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Bei den Formänderungen, die der Bogen in Wirklichkeit 
ausführt, bleibt die Spannweite unverändert; wir haben also 
dafür die Bedingungsgleichung 



/: 






Setjßt man hier noch den Wert von M aus Gl. (115) ein und 
löst nach H auf, so wird man wieder auf die früheren For- 
meln für H geführt, nämlich auf 61. (117), wenn man das 
zweite Glied vernachlässigt, oder mit dessen Berücksichtigung 
auf 61. (120). Daß hier die Spannweite l an Stelle der Bogen- 
länge J^ä steht, kommt nur von der willkürlichen, hier etwas 
abweichenden Schätzung des Korrektionsgliedes her, auf die es 
nicht ankommt. 

Man kann die Sache auch so auffassen, daß der Bogen 
zuerst am rechten Ende auf ein horizontales Rollenlager ge- 
setzt sei. Als Biegungsmoment bleibt dann nur Jf j, imd die 
Bogensehne verlängert sich dabei um 



-f 



*Mf,z 



Dann denkt man sich nachträglich eine Horizontalkraft H 
an dem beweglichen Auflager angebracht, die so groß gewählt 
wird, daß dieses wieder um ^l zurückgeführt und der Bogen 
dadurch in seine endgültige Gestalt gebracht wird. Die Hori- 
zontalkraft S bringt negative Biegungsmomente von der Größe 
S0 hervor und zur Berechnung des dadurch bewirkten jdl 
kann Gl. (122) ebenfalls in der Form 



^^ — /S ^'> 



benutzt werden. Wenn es für nötig gehalten wird, kann dazu 

die Verkürzung durch die achsiale Belastung gefügt werden. 

Durch Gleichsetzen der Werte von jdl kommt man wieder auf 

die früheren Resultate. 

Diese Betrachtungsweise hat vor der Benutzung des Satzes von 
der Formänderungsarbeit den Vorzug, daß sie anschaulicher ist und 
einen unmittelbaren Einblick in den physikalischen Sinn gewährt, der 
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den einzelnen in der Bechnnng Yorkommenden Gliedern beizulegen 
ist. Bei der Methode von Castigliano yerfährt man mehr snnmiansch, 
man Yerzichtet auf einen überblick über die Bedeutung der einzelnen 
Glieder, erlangt aber andererseits dadurch den Vorteil, daß man ganz 
von selbst zu dem richtigen Besultate gefuhrt wird, ohne sich über 
den Vorgang in allen Einzelheiten Bechenschaft geben zu müssen. 
Jedes Verfahren hat also seine Vorzüge, und man tut daher gut, sich 
mit beiden vertraut zu machen und nicht das eine einseitig vor dem 
anderen zu bevorzugen. 

§ 41. EmfluA von TemperatnrSndenmgen. 

Bei einem statisch bestimmten Trager sind Temperatur- 
ändenmgen oline Einfluß auf die Spannungen. Denn die Auf- 
lagerkrafie können bei ihm auf Grund der allgemeinen Gleicli- 
gewichtsbedingongen berechnet werden, und sie sind daher 
immer gleich Null, wenn keine Lasten an dem Trager an- 
greifen, gleichgültig welche Temperaturanderungen der Trager 
erfahren mag. Beim FeUen aller äußeren Kräfte müssen da- 
her aucli innerhalb jedes Querschnitts alle etwa vorkommenden 
Spannungen unter sich ein Gleichgewichtssystem miteinander 
bUden, und dies fuhrt nach der Voraussetzung der linearen 
Spannungsverteüung zu dem Schlüsse, daß sie überall gleich 
Null sind. 

Bei ungleichförmiger Erwärmung eines Körpers kann es freilich 
vorkommen, daß eine von der linearen abweichende Spannungsver- 
teüung auftritt, und der Schluß, daß die Spannungen beim Fehlen 
äußerer KriLfte überall verschwinden müßten, ist dann nicht mehr zu- 
lässig. Dahin gehören auch die sogenannten Gußspannungen, die in 
Gußstücken vorkommen, die sich nach dem Gusse ungleichmäßig ab- 
gekühlt haben, so daß einzelne Teile schon erstarrten, während andere 
noch flüssig waren. Unter Umständen erreichen diese Gußspannungen, 
ohne daß irgendeine Belastung von dem Gußstücke aufgenommen 
würde, eine Höhe, die bis nahe an die Festigkeitsgrenze heranreicht, 
so daß eine geringfügige äußere Veranlassung genügt, den Bruch 
herbeizuführen. Durch nochmaliges Ausglühen können sie beseitigt 
oder wenigstens vermindert werden; auch eine häufig wiederholte Be- 
anspruchung wirkt, wie neuere Versuche gelehrt haben, in ähnlichem 
Sinne. 

Von solchen Fällen soll aber hier nicht die Bede sein. Wir 
nehmen vielmehr an, daß der Körper im ursprünglichen Zustande frei 
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von solchen Spannungen war und daß auch nachher seine Tempera- 
tur sich überall gleichmäßig ändert und der Ausdehnungskoeffizient 
überall dieselbe Größe hat. Wenn keine äußeren Eüräfte an dem 
Körper wirken, ist dann der Körper bei Wärmeschwankungen ähnlich 
veränderlich, d h. in jedem Augenblicke ist seine Gestalt der ur- 
sprünglichen geometrisch ähnlich. Damit föllt auch jede Veranlassung 
für ein Auftreten von Spannimgen fort. 

Ein statisch unbestimmter Träger kann durch den Zwang 
der Auflagerbedingungen, die ihm vorgeschrieben sind, daran 
verhindert werden, sich gleichmäßig. auszudehnen. Diese Ver- 
hinderung kann nur von Auflagerkräften ausgehen, die un- 
abhängig von der Belastung auftreten. Die statisch unbe- 
stimmten Größen, die bei der Berechnung solcher Träger vor- 
kommen, hängen dann nicht nur, wie bisher angenommen 
wurde, von den Belastungen, sondern auch von den Temperatur- 
schwankungen ab. 

In diesem Falle befindet sich auch der Bogen mit zwei 
Gelenken. Wenn er erwärmt wird, kann er sich nicht geo- 
metrisch ähnlich ausdehnen, da die Bogensehne unveränderlich 
ist. Es wird also ein Horizontalschub entstehen, der sich der 
Vergrößerung der Spannweite widersetzt. Diese Auflagerkraft 
hat Biegungsmomente usw. und damit Spannungen zur Folge, 
die zu den durch die Belastung hervorgerufenen hinzutreten. 
Diese Spannungen sind gewöhnlich so beträchtlich, daß sie 
bei der Festigkeitsberechnung nicht außer acht gelassen wer- 
den dürfen. 

Zunächst muß man sich darüber klar werden, zwischen 
welchen Grenzen etwa Temperaturschwankungen zu erwarten 
sind. Bei Brückenträgern, die im Freien aufgestellt sind, nimmt 
man gewöhnlich an, daß die Temperatur nach oben oder unten 
um ungefähr 40® C. von der dem spannungslosen Zustande 
entsprechenden abweichen kann. Wenn der Träger statisch 
bestimmt wäre, würde sich, faUs er aus Eisen besteht, jede 
Länge um g^^ö ändern. Bei einem Bogen mit zwei Gelenken 
von 50 m Spannweite hätte man also mit einer Spannweiten- 
änderung jdl von 25 mm zu rechnen. Um diese wieder rück- 
gängig zu machen, muß man einen Horizontalschub H an- 
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bringen, dessen Größe aus den üntersnclinngen des vorigen 
Paragraphen ohne weiteres folgt Ersetzen wir allgemein die 
Dehnung mn ^^ durch den Buchstaben 17 und herncksichtigen 
wir bei der durch H bewirkten Formänderung nur den Ein- 
fluß der Biegungsmomente, so folgt aus der Gleichung 



,i-/: 






der durch die Temperaturanderung hervorgerufene florizontal- 
schub zu 

Jeb'^' 

Ahnlich ist natürlich auch der Einfluß eines etwaigen 
Nachgebens der Widerlager zu beurteilen. 

Übrigens können die Werte der durch Temperaturschwan- 
kungen hervorgerufenen statisch unbestimmten Auflagerkraffce 
auch nach der Methode von Gastigliano leicht berechnet wer- 
den. Denkt man sich nämlich den Zwang an den Aufl^er- 
steUen, der die Übertragung dieser statisch unbestimmten Kräfte 
vermittelt, beseitigt, so ist der Träger statisch bestimmt und 
er kann sich bei den Temperaturanderungen geometrisch ähn- 
lich verändern. Dabei wird sich der Angri£Espunkt einer dieser 
Auf lagerkomponenten, die etwa mit U bezeichnet werden m^, 
in deren Richtung um eine Strecke u verschieben, die wie bei 
dem vorher betrachteten Beispiele leicht berechnet werden kann, 
wenn 17 gegeben ist. Hierauf bringe man die Lasten und die 
* statisch unbestimmten Kräfte U an, letztere in solcher Größe, 
daß die durch die vorausgehende TemperatunLnderung hervor- 
gerufenen Verschiebungen u wieder verschwinden. Nach Gl. (93) 
ist dann 

zu setzen. Diese Gleichung tritt hier an SteUe der Gleichung 

du "' 
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die wir früher unter der Voraussetzung, daß keine Temperatur- 
Schwankungen vorkämen, zur Berechnung der TJ benutzten. Mit 
Gl. (124) und den entsprechenden für die übrigen statisch un- 
bestimmten Größen ist aber nun genau so zu verfahren wie 
früher; die Auflösung liefert die Unbekannten U. Übrigens 
kann unter U auch ein unbekanntes Kräftepaar (ein Einspann- 
moment) verstanden werden; dann bedeutet w die Winkel- 
drehung der Angriflfsstelle, wenn der Träger statisch bestimmt 
gemacht wurde. Auch diese läßt sich in jedem Falle ohne 
weiteres für eine gegebene Temperaturänderung ermitteln. 

Diese allgemeine Betrachtung sei gleichfalls an dem Bei- 
spiele des Bogens mit zwei Gelenken näher erläutert. Es ge- 
nügt, wenn wir den Horizontalschub für den Fall berechnen, 
daß gar keine Lasten angreifen. Mit TJ^^H und w =» — lyZ 
schreibt sich Gl. (124) 

Für A nehmen wir den in Gl. (116) angegebenen Wert, 
nachdem darin M^ = gesetzt ist. Wir erhalten 



m-^jie^'-'i^> 



dA 
dH 



woraus für H wieder derselbe Wert wie in Gl. (123) ge- 
funden wird. 

§ 42. I^er beiderseits eingespannte Bogen. 

Dieser ist dreifach statisch unbestimmt. Wir wählen als 
Unbekannten TJ die vertikale Auflagerkomponente B, den 
Horizontalschub H und das Einspannmoment M^, aUe drei für 
das linke Auflager. Von der Berücksichtigung des Einflusses 
der Normalkräfte auf die Formänderung wollen wir der Ein- 
fachheit halber absehen. Für das Biegungsmoment M im Quer- 
schnitte X erhalten wir, wenn wir im übrigen die früheren 
Bezeichnungen beibehalten, 

X 

M-'M^ + Bx-He -^P{x -p), 
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also z. B. für eine gleichförmige Belastung des Bogens 



M^M^ + BX'-Ez'-^ 



Wir bilden jetzt 



^--ijm^' 



und setzen die drei partiellen Differentialqnotienten nach M^ 
B und H gleich NoIL Dies liefert 



dA 
dÄ 

dB 

dA 



Cm dM , fM , ^ 
Cm dM j Cmx, n 

"J ES • Tb ^^ "J EB^^ = ^* 

Cm dM j Af « j a 



Nach Einsetzen yon M können diese drei Gleichungen ohne 
weiteres nach den drei Unbekannten aufgelöst werden, so daB 
in dieser Lösung nur noch Integrale yorkommen, die mindestens 
auf mechanischem Wege stets leicht berechnet werden können. 
Um zu untersuchen, welche Werte von Jf^, By H einer 
Temperaturänderung entsprechen, beachte man, daß beim Frei- 
geben des linken Bogenendes (falls beide Auflager in gleicher 
Höhe li^en) nur der Angriffspunkt von H eine Verschiebung 
in der Eraftrichtung erföhrt. Man hat daher hierfür die drei 
Gleichungen 

in denen für M der Wert 

einzusetzen ist. Nachdem dies geschehen ist, können die drei 
Gleichungen wiederum leicht nach M^j B und R aufgelöst 
werden. 

Als beiderseits eingespannter elastischer Bogenträger ist 
ein Tonnengewölbe aufzufassen, das aus eiuem Materiale auf- 
geführt ist, von dem man annehmen kann, daß es wenigstens 
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näherungsweise dem Hookeschen Gesetze gehorcht. Die Lehre 
Yon den Gewölben behandle ich in der graphischen Statik, und 
ich begnüge mich daher hier mit diesen kurzen Andeutungen. 

§ 43. Berechnung eines Ringes oder einer Bohre auf Druck 
oder Zug in einer Durohmesserebene. 

In Abb. 54 ist ein Körper von ringförmiger Gestalt dar- 
gestellt, der zwischen zwei Platten in der Richtung des senk- 
rechten Durchmessers mit der Kraft P zusammengedrückt 

wird. Auf diese Art wird 
z. B. ein zur Entwässerung 
in einen Straßenkörper ein- 
gelegtes Tonrohr bean- 
sprucht, wenn ein Wagen 
darüber wegfahrt. An Stelle 
des Druckes kann auch 
ein Zug treten, ohne daB 
sich die Sache wesentlich 
änderte. In dieser Lage 
befindet sich ein Ketten- 
glied von kreisrunder Ge- 
stalt bei einer Belastung 
der Kette. Alle Form- 
änderungen und alle Span- 
nungen sind gleich groB, 
aber von entgegengesetztem 
Wirkungssinne, als wenn der Ring mit einer ebenso großen Kraft 
zusammengedrückt würde. Es genügt daher, wenn wir immer 
nur von diesem Falle reden; der andere ist dadurch zugleich 
mit erledigt. 

Es genügt, die Formänderung eines einzigen Quadranten 
zu betrachten, da die drei übrigen alle in der gleichen Loge 
sind; ich wähle dazu den in der Abbildung nach links oben- 
hin gelegenen. Wenn ich diesen Quadranten aus dem ganzen 
Ringe loslöse, muß ich an den beiden Schnittstellen äußere 
Kräfte anbringen, die die vorher dort übertragenen Spannungen 
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ersetzen. In der horizontalen Sclmittfläclie kann ich mir alle 
dort übertragenen Spannungen zu einer durch den Schwer- 
punkt des Querschnitts gehenden Resultierenden und einem 
resultierenden Eräftepaare zusammengesetzt denken. Die Re- 
sultierende muß aus Symmetriegründen rechtwinklig zum Quer- 
schnitte stehen. Die untere und die obere Ringhälite, die dort 
aneinander stoBen^ befinden sich nämlich in genau gleichen Um- 
ständen; der zwischen ihnen übertragene Druck und Gegendruck 
muß daher gegen die eine ebenso liegen wie gegen die andere, 
und das ist nur möglich, wenn der Winkel ein rechter ist. Aus 
dem Gleichgewichte der einen Ringhälfte für sich betrachtet, folgt 
femer, daß der in jeder horizontalen Schnittfläche übertragene 

Druck gleich — ist. Das unbekannte Moment der Spannungen 

im Anfangsquerschnitte sei mit Mq bezeichnet. 

Für irgendeinen Querschnitt des Quadranten, dessen Ebene 
mit der horizontalen Richtung den Winkel 9 bildet, hat man 
das Biegungsmoment, also das Moment der links vom Quer- 
schnitte liegenden äußeren Kräfte, die am Quadranten wirken, 

p 

denn das Anfangsmoment Mq behält für jeden neuen Momenten- 
punkt den ursprünglichen Wert. Auch die Normalkraft N 
für den Querschnitt 9 läßt sich leicht angeben; man hat dafür 

^ = 2^ cos q>. 

Zunächst soU aber nur auf den Einfluß der Biegungsmomente 
auf die Formänderung geachtet werden, da dieser, wie ge- 
wöhnlich bei solchen Aufgaben, erheblich überwiegt, so daß 
es in der Regel genügt, ihn bei der Durchführung der Rech- 
nung ausschließlich zu beachten. 

Die Bedingung, der die Formänderung hier unterworfen 
ist, besteht darin, daß die beiden Schnittflächen des Quadranten 
immer senkrecht zueinander bleiben müssen. Allgemein gehört 
nämlich der ganze Umfang der Mittellinie zu einem Zentri- 
winkel von 360^, und dieser Winkel kann sich nicht ändern. 
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solange die Mittellinie fortfährt, eine in sich zurückkehrende 
Kurve zu bilden , solange also kein Bruch erfolgt. Da nun 
hier der Bing in vier sich ganz gleich verhaltende Quadranten 
zerfällt; kann sich auch der zu einem dieser Quadranten ge- 
hörige Zentriwinkel nicht ändern. Die Bedingungsgleichung, 
die zur Ermittelung der einzigen unbekannten Größe M^ fahrt, 
lautet daher ganz einfach 



a 



2 

0. 



Man braucht nur für Jdq) seinen Wert 

/ Pr Pr \ 

^^"P ^-E® Ee 

einzusetzen und zu integrieren. Da E und S konstant sind, 
kann man diese Faktoren streichen, ebenso den konstanten 
Faktor r im Zähler; es bleibt also 

n 
T 

und durch Auflösen erhält man 

Mo "^ Pr 0,182 Pn 
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Am Ende des horizontalen Durchmessers ist das Biegungs- 
moment demnach negativ, d. h. es bringt eine stärkere Krüm- 
mung hervor. Dies war auch schon auf Grund der oberfläch- 
lichsten Betrachtung zu erwarten, und wir können auf Grund 
derselben Betrachtung des ganzen Vorganges sofort voraus- 
sagen, daß das Moment im Scheitel positiv werden muß, also 
eine Verminderung der Krümmung an dieser Stelle bewirkt. 
Auch in Abb. 54 ist übrigens der Drehpfeil von Mq für den 
betrachteten Quadranten in Voraussicht dieses Resultates schon 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne eingetragen worden. 

Das andere Glied in dem Ausdrucke für M ist bei jedem 
weiteren Querschnitte des Quadranten positiv; demnach ist Mq 
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zugleich das größte Biegnngsmoment yon negativem Vor- 
zeichen. Das größte positive Moment muß dagegen im Scheitel 

eintreten. Mit 9> ^ -a S^^^ ^9 <1^ ^^ dann mit Mjg be- 

zeichnen, über in 

3£, - — = 0,318 Pr. 

S 

Ln Scheitel tritt also zugleich das absolut größte Moment 
und damit die größte Beanspruchung des Materials auf. Die 
Spannung 6 laßt sich daraus sofort berechnen. Wenn der 
ringförmige Körper z. B. ein Bohr von der überall gleichen 
Wandstärke h und der Länge l ist^ bildet der Querschnitt ein 

Rechteck vom Widerstandsmomente — ^und für 6 erhalt man 

Wenn der Einfluß der Normalkraft N auf die Formände- 
rung nicht zu yemachlässigen ist, hat man nach GL (110) 

oder nach Einsetzen der Werte von N und M 

Integriert man dies zwischen und ~ und setzt das Integral 
gleich Null; so erhält man 

• T? Ok * O I o TP Ck * O O 1? £^ ^" " 



"iEF ' EB 2 ' IE® 2 1EB 
und hieraus durch Auflösen nach M^ 

'' \ 27r ' nrj 

wenn man mit i den Trägheitsradius des Querschnitts be- 
zeichnet. Speziell für den rechteckigen Querschnitt des Rohres 

ist i* = — und hiermit 

^ \ 2jr ' 12r*7r/ 

POppl, Festigkeitolehre. 6. Aufl. 14 
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Das zur Berücksichtigung des Einflusses der Kormalspan- 
nungen gegen früher hinzugetretene letzte Qlied der Elammer 
ist nur dann Yon merklicher Ghröße, wenn die Wandstärke der 
Röhre ziemlich groß gegen den lichten Durchmesser ist. 

Für das Moment im Scheitel findet man 



M 



n 



-Jf. + :¥-^'(l-^) (126) 



Auf das Moment im Scheitel kommt es bei der Festigkeits- 
berechnung an. Dieses wird etwas geringer^ als wir es bei 
der vorausgehenden einfacheren Betrachtung fanden^ d. h. das 
Bohr kann etwas mehr Druc£: aushalten^ als es nach Gl. (125) 
scheinen könnte. Diese Gleichung ist vielmehr ebenfalls; wenn 
man genauer rechnen will; durch 

zu ersetzen. Mit & = -r macht indessen das Eorrektionsglied 

nur Y3% aus und ist daher zu vernachlässigen. Erst bei ganz 
dickwandigen Röhren kommt es in Betracht. 

Anmerlzung, Die vorausgebenden Berechnimgen setzen vor- 
aus, daß die Elastizitätsgrenze nicht überschritten wird. Drückt man 
einen Bing aus einem dehnbaren Metalle zusammen, so bildet sich 
sofort nach dem ersten Auftreten bleibender Formänderungen ein 
anderer Spannungszustand aus. Am Scheitel, wo die größten Span- 
nungen auftreten, genügt schon eine sehr kleine bleibende Form- 
änderung, um den Wert des Biegungsmoments an dieser Stelle herab 
und hiermit zugleich den Wert von M^ hinauf zu setzen. Dies hat 
zur Folge, daß ein solcher Metallring größere Lasten zu tragen ver- 
mag, als sich aus der vorausgehenden Berechnung ergibt, bevor er in 
merklicher Weise bleibend zusanunengedrückt wird. Einige Versuche, 
die ich mit Bohrabschnitten anstellte, haben dies bestätigt. 

Wir wollen jetzt noch berechnen, um wieviel sich der 

horizontale Durchmesser der Röhre bei der Belastung vergrößert. 

Dazu können wir uns der in § 40 für die Vergrößerung /ll der 

Spannweite eines Bogenträgers abgeleiteten Formeln bedienen. 

Nach GL (122) war 



■j\ 



^^ = ' Fö ^^- 
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Da l hier schon in einem anderen Sinne (als Länge des 
Rohres) gebraucht ist, schreibe ich ^d für die Vergrößerung des 
Durchmessers d. An Stelle von M ist im linken Quadranten 

M =» Mq + y (r-^r costp) und für 5 ist 5 *» r sin 9 zu setzen. 

Die Integration wird nur über den linken Quadranten aus- 
gedehnt und dann das Doppelte des Resultats genommen, da 
der Quadrant rechts ebensoviel zu z/e7 beiträgt. Diese Spal- 
tung des Integrals ist nötig, weil der für M angegebene Aus- 
druck in dieser Form nur für den linken Quadranten gültig 

ist. Für B setze ich noch ^^tö; ^^ ^^ Betrachtung für 

ein Rohr (oder überhaupt für einen rechteckigen Querschnitt) 
vollständig durchzuführen. Man findet nach Ausführung der 
Integration p, ^ , 

Natürlich hätte man alle diese Berechnungen auch auf Grund 
des Satzes von der kleinsten Formänderungsarbeit durchfuhren können. 
Ich will hier noch zeigen, wie dieser Satz selbst noch in einem viel 
allgemeineren Falle zur Lösung der Aufgabe benutzt werden kann. 
Abb. 55 gibt den ringförmigen Kör- 
per unter dem Einflüsse beliebig 
längs des ümfangs verteilter Druck- 
kräfte (an deren Stelle auch Zug- 
kräfte treten können) an. Von diesen 
äußeren Kräften wird nur verlangt, 
daß sie sich an dem Ringe im Gleich- 
gewichte halten sollen. Man soll die 
dadurchhervorgerufenen Spannungen 
berechnen. 

Um die Aufgabe zu lösen, führe 
man irgendeinen Querschnitt mm 
durch den Bing. Die in diesem 
Schnitte übertragenen Spannungen 
kann man zusammensetzen zu einer 

Normalkraft N^j einer Schubkraft Tq und einem Anfangsmomente JtfQ. 
Wenn diese drei Größen für den Anfangsquerschnitt bekannt wären, 
könnte man für irgendeinen anderen Querschnitt, der mit dem ersten 
einen Winkel 9 bildet, die entsprechenden Größen K^ T, M sofort 
angeben, und daraus ließen sich alle Spannungen berechnen. Die 

14* 
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Aufgabe ist also dreifach statisch unbestimmt oder mit anderen Worten: 
der in dieser Aufgabe vorkommende Bing bildet nur einen besonderen 
Fall des in § 42 besprochenen beiderseits eingespannten Bogens. Die 
beiden Bogenenden fallen hier miteinander zusammen. In der Tat 
kann nun auch die Aufgabe, die drei Unbekannten ^q, T^, M^ zu 
berechnen, genau so gelöst werden, wie es dort gezeigt wurde. Man 
stellt zuerst den Ausdruck für die Formänderungsarbeit A auf, wobei 
es in der Begel genügen wird, nur auf den Einfluß der BieguDgs- 
momente M zu achten. Dann setzt man die drei Differentialquotienten 
von A nach Nq^ Tq imd Mq gleich Null und löst diese Gleichungen nach 
den Unbekannten auf. Denn die Bedingung, daß der Bing im Quer- 
schnitte mm zusammenhängt, kommt darauf hinaus, daß sich der An- 
griffspunkt von ^Q und T^ nicht verschieben und daß sich die An- 
griffsstelle von Mq auch nicht drehen kann, wenn man sich das jen- 
seits des Querschnitts gelegene Ende des aufgeschnittenen Binges fest- 
gehalten denkt. Diesen Verschiebungen und Drehungen sind aber die 
Differentialquotienten von A nach N^^ Tq, Mq nach dem Satze von 
Oastigliano gleich, und die Differentialquotienten von A sind daher 
gleich Null zu setzen. 

Man bemerkt hier wieder, wie der Satz von der kleinsten Form- 
änderungsarbeit ohne vieles Nachdenken ganz mechanisch von selbst 
zu der richtigen Lösung führt. 

§ 44. Bereohniing der ebenen Spiralfedern. 

Eine ebene Spiralfeder (vgl. Abb. 56) ist als ein Bogen- 
trager zu betrachten^ der am einen Bogenende eine auf Drehung 
dieses Endes hinwirkende Belastung aufzunehmen hat. Die Be- 
lastung besteht nämlich in dem KräftepaarO; mit dem die in der 
Federmitte liegende Spindel beim Aufziehen der Feder gedreht 
oder nach dem Aufziehen festgehalten wird. 

Das äußere Federende kann entweder frei drehbar befestigt 
seiu; wie dies in Abb. 56 angedeutet ist; oder es kann einge- 
spannt sein. Wir wollen die Be- 
rechnung für beide Fälle durch- 
führeu; und zwar zuerst für den 
^^"- Fall einer gelenkigen Aufla- 
' gerung amäußerenBogenende. 
I Dann ist der Bogenträger einfach 

^ • » -*— statisch unbestimmt. Die Auflager- 

^^^ gg kraft am äußeren Ende läßt sich 
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in eine tangential gericKtete Komponente P und in eine radial 
gerichtete Komponente H zerlegen. Die Komponente P folgt 
ans einer Momentengleichnng, wonach Pp gleich dem als Be- 
lastung des inneren Bogenendes dienenden Kräftepaare sein 
muß. Die Komponente H ist dagegen statisch unbestimmt; 
da sie in die Verbindungslinie der beiden. Auflager f ällt^ ent- 
spricht sie der in § 39 als Horizontalschub des Bogentragers 
bezeichneten und mit dem gleichen Buchstaben versehenen Kraft. 
Im vorliegenden Falle aber zeigt sich; daß H gleich Null wird. 
Dies folgt nämlich aus GL (118), in der man 

M^ — Py und daher J M^eds — Pjyzds 

zu setzen hat. Da y für jedes Bogenelement das gleiche Yor- 
zeichen, dagegen fQr die zu verschiedenen Seiten der T^Achse 
liegenden Bogenelemente entgegengesetzte Vorzeichen hat, wird 
das Integral ungefähr zu Null oder doch jedenfalls sehr kleiu 
gegen fjs^ds. Daraus folgt, daß H gegen die andere Auflager- 
komponente P vernachlässigt werden kann. Hiemach ist auch 
das Biegungsmoment M 

M^M,^Py. 

Das Vorzeichen von M ist für alle Längenelemente dasselbe. 
Bei der in der Abbildung angenommenen Richtung von P 
wäre es eigentlich nach den üblichen Festsetzungen negativ zu 
nehmen; es genügt aber hier, wenn wir nur mit den Absolut- 
beträgen rechnen, da ein Zweifel über den Sinn, in dem die 
auftretenden Formänderungen zu nehmen sind, ganz ausge- 
schlossen ist. Nach GL (112) erhalten wir: 

^dff — ^ ds, 

und wenn wir dies über die ganze Ausdehnung der Mittellinie 
integrieren und konstanten Querschnitt voraussetzen: 

Das hier vorkommende Integral hat eine einfache Bedeu- 
tung; es gibt das statische Moment der Mittellinie in bezug 
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aaf die Richtungslinie der Kraft P an. Dafür können wir 
auch das Produkt aus der Länge l der Mittellinie und dem 
Abstände des Schwerpunktes setzen. Offenbar föllt nun der 
Schwerpunkt der Mittellinie ziemlich genau mit der Mitte der 
Spindel zusammen, und wir haben daher auch, wenn p die Ent- 
fernung des äußeren Federendes von der Spindelmitte angibt^ 

z/y - H i. (130) 

Bei der Anwendung solcher Federn hat man die Absicht, 
mechanische Energie von einem durch die besonderen Umstände 
des Falles bedingten Betrage in Gestalt von Formänderungs- 
arbeit aufzuspeichern. Die Berechnung der Formänderungs- 
arbeit Ä ist daher hier von besonderer Wichtigkeit. Am ein- 
fachsten stellt man zu diesem Zwecke fest, wieviel mechanische 
Arbeit beim Aufziehen der Feder, also bei der Umdrehung der 
Spindel geleistet wird. Dazu beachte man, daß die an der 
Spindel angreifenden äußeren Kräfte mit der Kraft P am 
äußeren Ende ein Gleichgewichtssystem bilden müssen. Die 
Kräfte an der Spindel lassen sich daher zu einer Einzelkraft P, 
die durch die Spindelmitte geht, und einem Kräftepaare vom 
Momente Pp zusammensetzen. Die Einzelkraft wird von der 
Lagerung der Spindel aufgenommen, das Moment nur dann, 
wenn eine Hemmung in das auf der Spindel sitzende Sperrad 
eingreift. Beim Aufziehen der Feder muß aber ein Kräfte- 
paar M angebracht werden, das die Drehung der Spindel er- 
zwingt. Die Arbeitsleistung eines Kräftepaares bei einer 
Drehung ist gleich dem Produkte aus dem Momente und dem 
in Bogenmaß ausgedrückten Drehungswinkel. Hier ist noch 
der Faktor ^ beizufügen, weil es auf den Mittelwert des Mo- 
mentes während des Aufziehens ankommt. Man hat daher 

4-iJlf^9>-ggl. (131) 

Dieser Ausdruck kann noch etwas umgeformt werden. Man sucht 

nämlich die Leistung der Feder möglichst auszunutzen, d. h. soviel 

* Arbeit als möglich in ihr aufzuspeichern. Die Grenze dafür ist durch 

die zulässige Beanspruchung des Materials gegeben. Diese wählt man 

bei den Federn, die meistens aus bestem Stahle hergestellt werden. 



§ 44. Berechnung der ebenen Spiralfedern 



215 



aus demselben Grande gewöhnlich sehr hoch^ viel höher als es der 
Sicherheit wegen bei anderen Konstruktionen zu geschehen pflegt. 
Jedenfalls darf man aber nicht über die Elastizitätsgrenze oder die 
damit in der Begel zusammenfallende Proportionalitätsgrenze des 
Materials gehen. Bezeichnen wir die hiemach als zulässig anzusehen- 
de größte Biegungsspannung mit <T, so ist 

denn das größte Biegungsmoment tritt in der äußersten Windung 
diametral gegenüber der Befestigungsstelle auf und der Hebelarm der 
Kraft P kann dort gleich 2p gesetzt werden. Mit Hilfe dieser Glei- 
chung kann das größte Moment Pp, das an der Spindel angreifen 
darf, in 6 ausgedrückt und dieser Wert in Gl. (131) eingeführt wer- 
den. Man findet 

Wenn der Querschnitt der Feder, der hier stets als konstant vor- 
ausgesetzt wurde, gegeben ist, kann dies noch weiter ausgerechnet 
werden. Für einen rechteckigen Querschnitt von den Seiten b und h 

wird S — ^TTT und e = •^, also 



12 



A 



cnhi 



24^ 24jE; 



F. 



(133) 



In der letzten Formel bedeutet F = 6äZ das Volumen der Feder, 
und man erkennt daraus, daß die Formänderungsarbeit nur von dem 
Volumen, also dem Materialaufwande abhängt und nicht davon, wie 
sich das Volumen aus den drei Faktoren 5, h und { zusammensetzt. 

Femer betrachte ich jetzt noch 
den Fall^ daß das äußere Feder- 
ende als eingespannt zu be- 
trachten ist. Der Bogentrager ist 
dann zweifach statisch unbestimmt; 
zur statisch unbestimmten Auf lager- 
komponente H tritt nämlich noch 
das Einspannmoment Mq. In einem 
Federelemente ds (Abb. 57) tritt 
ein Biegungsmoment M auf: 

Bezeichnet man das Kräftepaar^ das beim Aufziehen der 




Abb. 57 
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Feder an der Spindel angreift, mit M^, so gilt die Momenten- 
gleichung zwischen den äußeren Kräften 

womit die vorhergehende Gleichung übergeht in 

Differentiieren wir die Formänderungsarbeit 

nach Jf^ und setzen den Differentialquotienten gleich NuU, so 
erhalten wir die Gleichung 

Bei einer Feder mit vielen Windungen kann man wie früher 
bei Abb. 56 genau genug 

fyds^lp] jeds^O\ jygdS'^O 
setzen und hiermit geht die vorhergehende Gleichung über in 

~ (M, + M,)lp + ^^^JyHs - 0. 

Da jy^ds jedenfalls größer ist als Ip^, kann die Gleichung nur 
erfüllt werden, wenn 

ist. Alsdann wird P zu Null, und auch B. folgt aus der Gleichung 



J' 



1^-0 oder iMzds^O 



zu Null. Jedes Bogenelement wird dann mit demselben Bie- 
gungsmoment beansprucht, das an der Spindel angreift. 

Anmerkung. Bei eingespanntem Ende wird die Spindel gün- 
stiger beansprucht, als wenn sie am äußeren Ende drehbar aufge- 
lagert ist. Wenn man im Zweifel ist, ob auf die dauernde Wirkung 
der Einspannung sicher gerechnet werden kann, wird man daher die 
Berechnung unter der Annahme gelenkiger Befestigung nach den zu- 
erst dafür abgeleiteten Eormeln vorzunehmen haben. In den frühe- 
ren Auflagen habe ich daher nur den Fall der drehbaren Befesti- 
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gang behandelt; da dies zu manchen Mißverständnissen führte, habe 
ich jetzt die eingespannte Feder auch noch besprochen. Dies geschieht 
jedoch keineswegs in der Absicht, für die praktische Anwendung eine 
andere Behandlung als früher zu empfehlen; vielmehr mit der Warnung, 
daß man gewöhnlich zu günstig rechnen wird, wenn man eine Ein- 
Spannung am äußeren Federende voraussetzt. 

§ 45. Stäbe von starker Krümmiing. 

Alle Betrachtungen dieses Abschnitte beruhten auf der 
Voraussetzung^ daß der Krümmungshalbmesser der Stabmittel- 
linie als groß gegenüber der in die Biegungsebene fallenden 
Querschnittshöhe angesehen werden könne. In den meisten 
praktisch vorliegenden Fällen trifiTt dies auch mit hinreichender 
Annäherung zu. In manchen Fällen aber, so namentlich bei 
den Lasthaken der Hebezeuge und den Zaghaken der Eisen- 
bahnfahrzeuge ist die genannte Voraussetzung keineswegs erfüllt. 

In solchen Fällen sind die Längen ds der zwischen zwei 
aufeinander folgenden Querschnitten liegenden Fasern in ver- 
schiedenen Abständen vom Krümmungsmittelpunkte von vorn- 
herein erheblich verschieden voneinander, und die Längenände- 
rungen jdds sind daher nicht mehr ausschließlich dem zu- 
gehörigen Werte von 6 proportional, sondern sie hängen außer- 
dem auch von der ursprünglichen Länge ds, also von der 
Entfernung der Fasern vom Krümmungsmittelpunkte ab. Dies 
hat, wie man sofort sehen wird, zur Folge, daß entweder, wenn 
die Querschnitte bei der Biegung eben bleiben, die Spannungen 6 
über den Querschnitt nicht mehr nach einem Geradliniengesetze 
verteilt sein können, oder daß umgekehrt, wenn man diese 
Spannungsverteilung voraussetzt, die Querschnitte bei der Form- 
änderung nicht mehr eben bleiben können. Man muß daher 
von diesen beiden Annahmen, die bei der Berechnung des ge- 
raden oder des schwach gekrümmten Stabes miteinander über- 
einstimmen, die eine fallen lassen. Ich will mich hier nicht 
in eine Erörterung der meiner Meinung nach noch keineswegs 
hinreichend geklärten Frage einlassen, welche von beiden An- 
aahmen (die ja an sich beide willkürlich sind, so daß nur auf 
Ghnmd von Versuchsergebnissen eine Entscheidung zwischen 
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ihnen möglich ist) den Vorzug verdient, da eine ausführliche 
Erörterung streitiger Fragen mit dem Zwecke eines Lehrbuchs 
nicht wohl vereinbar ist. Ich begnüge mich daher mit der 

f.^ Bemerkung, daB man heute gewöhnlich bei der 
'' Berechnung stark gekrümmter Stabe die An- 
V nähme zugrunde legt, daß die Querschnitte 
eben bleiben. Die nachfolgenden Berechnungen 
beruhen ebenfalls auf dieser Voraussetzung. 
In Abb. 58 ist ein zwischen zwei auf- 
einander folgenden Querschnitten liegendes Stab- 
element dargestellt. Mit NN ist die neutrale 
Faserschicht bezeichnet, also lene, die sich bei 
der Biegung weder verlängert noch verkürzt. 
^ D^ Krümmungsmittelpunkt gelangt durch 

Abb. 68. die Formänderung nach 0'. Für die ursprüng- 

liche Länge ds irgendeiner Faser im Abstände y von NN hat 
man mit Benutzung der in Abb. 58 eingeschriebenen Be- 
zeichnungen 

c?5 = (r + y)ä^> 

und für die zugehörige Längenänderung /ilds 

Jds = y^dff. 

Daraus folgt für die Spannung 6 nach dem Hookeschen G^esetze 

ds f-rV ^v 

In der Tat ist also 6 keine lineare Funktion von y* wenn man 
die Abhängigkeit der Spannung von y durch eine Kurve ver- 
anschaulicht, erhält man vielmehr einen Hyperbelbogen. 

Da der betrachtete Formänderungszustand durch ein 
Biegungsmoment hervorgerufen sein sollte, mvL&födF = sein, 
und dies liefert für die Ermittelung der Lage der neutralen 
Faser nach Einsetzen des Wertes von 6 die Bedingungsgleichung 



f. 



r + y 

EQeraus folgt, daß NN nicht durch den Schwerpunkt des Quer- 
schnitts geht. Bei der Behandlung eines Beispieles in Auf- 
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gäbe 29 wird noch naher gezeigt werden, wie man mit Hilfe 
der vorstehenden Gleichung den Abstand von NN bis zum 
Schwerpunkte ermitteln kann. Nachdem auf diese Weise r be- 
rechnet ist, erhält man die Spannungen 6 nach dem Momenten- 
satze, also auf Grund der Gleichung 

die nach Einsetzen des Ausdruckes für 6 übergeht in 






Wenn y gegen r im ganzen Querschnitte klein wäre, würde 
das Integral in das Trägheitsmoment ® des Querschnitts, geteilt 
durch r übergehen. Entwickelt man den Bruch unter dem 
Integralzeichen in eine Reihe, so erhält man auch 

von der man so viele Glieder berücksichtigen kann, als gerade 
nötig erscheint. Setzt man für den Elammerwert, der bei 
großem r in & übergeht, den Buchstaben ®\ so erhält man 
aus der vorhergehenden Gleichung 

and damit geht der Ausdruck für <f über in 

a = ^ §,. (134) 

r+y B ^ ^ 

Für ein großes r stimmt diese Gleichung mit der früher 
für den geraden Stab abgeleiteten überein. 

Aufgaben. 

29, Aufgabe, Der Querschnitt eines gekrümmten Steves sei ein 
Rechteck von 2 cm Breite tmd 4 cm Höhe (diese Seite in der Bidi- 
tung des Krümmu/ngshcUhmessers gemessen), und der Krümmungshalfh 
messer der Miitellinie sei gleich 5 cm. Um wieviel unterscheidet 5tcÄ 
die nach §45 berechnete größte Spannung^ die du/rch ein Biegungs- 
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moment M hervorgerufen wird, von der nach der anfachen Formd 

M \ ^ 
tf — -^y gefimdenen? 

Lösung, Nach 61. (134) hat man für die Spannung a einen 
Ausdruck von der Form 

worin jetzt c eine konstante (d. h. von y unabhängige) Größe ist, die wir 
berechnen werden. Die Abstände y sind von der Nullinie NN aus ge- 
rechnet, deren Lage zunächst ermittelt werden muß. Dafür dient uns 
die Gleichung 

jadF^O oder l j^dF^O, 

die ausspricht, daß die Spannungen zu einem Biegungsmomente ge- 
hören. Mit Bücksicht auf die in 
Abb. 59 eingeschriebenen Bezeich- 
I nungen ist y -f- r = w und dF = idu 
j zu setzen. Daher geht die vorige 
. J^^__. J Gleichung über in 



\ 




/u — r 



Uu 



e^w =. Ä — r lg— = 0, 



«, 



«1 



u 



aus der r = ä : lg— folgt. Setzt man 



die im vorliegenden Beispiele gewähl- 
ten Zahlenwerte ein, so ündet man 

7 

r = 4:lgg--= 4,72 cm. 

Die Nullinie JViV^liegt also um 0,28 cm 
von der Mitte entfernt; 
um jetzt noch c zu berechnen, schreibe ich die Momenten- 



Abb. 69. 



gleichung an: 

M^j adFy - 

Für das Integral erhält man: 



''Jr+: 



dF'-cb 



•f^ä". 



/V- -/-■'• - ="A + '•/! - ¥ - V - ^'O 



«X 



+''<-KH^-')- 
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Demnach ist ,, 

Ja. 



i^[H^-r) 



Die Spannung an der Innenkante {u » u^ sei mit tfj, die an 
der Außenkante mit tfjj bezeichnet; man hat dann 

^1 ^ -M" 1,72 r^ e^^^ ^^ 

<h'e-^^ 8(6=V2-)--l 0,256Jlf. 

u^--r M 2,28 ^ - . - n^ 

''n - o-\ 8(6inj2) • -T- - O'l^ö J«f, 

wobei als Längeneinheit 1 cm zugrunde gelegt ist. Die Vorzeichen 
der Spannungen a^ und % richten sich natürlich nach dem Dreh- 
sinne des Biegimgsmoments M und kommen hier nicht weiter in Be- 
tracht Die größte Spannung tritt an der Innenkante auf. Nach der 

M 

einfachen Formel o ^^ -^y werden die Spannungen an beiden Ejinten 

gleich groß, und zwar 

<^i -<^ii-- 67^ = 2716=- 0,187 Jlf. 

Der Unterschied der größten Eantenspannung nach beiden Annahmen 
beträgt daher 0^06 9 üf oder 37% von dem nach der einfachen Formel 
berechneten Werte. Bei den Haken liegen die YerMltnisse ähnlich; 
dort kommt aber zu der Beanspruchung durch das Biegungsmoment 
noch eine Normalkraft, und dadurch werden die Unterschiede etwas 
herabgemindert. 

30. Aufgabe. Em Flußeisenstab hat quadratischen Qu^schniü 
von 6 cm Seite tmd eine gekrümmte Mittellinie von 1,20 m Spa/nn- 
weite und 20 cm Ffeil. Er wird als elastischer Bogenträger auf- 
gestellt und trägt in der Mitte eine Eimellast von 3000 kg. Wie 
groß ist der Horizontalschuh und wie groß die Beanspruchtmg des 
Materials? 

Lösung. Für ein Koordinatensystem der XZ, dessen Ursprung 
mit dem linken Auflager zusammenfällt und dessen X-Achse hori- 
zontal gerichtet ist, lautet die Gleichung einer Parabel von der Spann- 
weite l und dem Pfeile f: 

t - ^(Ix - x'). 

Von der Mittellinie des Stabes ist zwar nicht gesagt, daß sie 
einen Parabelbogen bilde; man weiß vielmehr nur, wie groß Spann- 
weite und Pfeil ist. In solchen Fällen legt man aber immer die für 
die Rechnung bequemste Annahme über die genauere Gestalt der 
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Mittellinie zugrunde. Für das Biegungsmoment Mf, eines Balkens 
infolge der Einzellast P in der Mitte hat man M^ -» -^x, und nach 
Gl. (IIB) findet man den Horizontalscliub H 

jMf^zdx 



H 



Jz^dx 



Hierbei ist an Stelle von ds in Gl. (118) das Differential dx gesetzt. 
Auch dies ist eine zur bequemeren Ausrechnung dienende, praktisch 
zulässige Vernachlässigung, mit der man sich bekannt machen muß. 
Zur Bechtfertigung dafür erwähne ich zunächst, daß sich die Bogen- 
länge nicht viel von der Länge der Sehne unterscheidet. Hier ist 
aber nicht nur im Zähler, sondern auch im Nenner an Stelle von ds 
der kleinere Faktor dx getreten, und man sieht ein, daß dadurch der 
Fehler, der im Werte von H begangen wird, noch weiter herab- 
gemindert wird. Wenn Jf^ überall proportional mit ti wäre, würde 
H von der Yertauschung des Differentials da mit dx überhaupt nicht 
berührt. In anderen Fällen ist aber der Fehler höchstens etwa von 
der Ordnung des Unterschieds zwischen Bogen und Sehne, und dieser 
fällt bei einem flachen Bogen innerhalb der Genauigkeitsgi'enzen, die 
man bei Festigkeitsberechnungen überhaupt anstrebt, nicht ins Gewicht. 

Beim Einsetzen der Werte von M^ omd n findet man: 





Das Integral mußte in zwei Teile gespalten und ein Teil nur über 
die linke Bogenhälfte ausgedehnt werden, weil der Ausdruck für M 
nur für diese Bogenhälfte gilt. Das Integral im Nenner von H kann 
dagegen sofort von bis 2 ausgedehnt werden. Man findet 

Für H erhält man denmaoli: 

— Pfl* 
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Das Biegungsmoment M ist: 



Jf =- ^a? — iTiEf — 1500« — 3520ä 

Um das Maxunnm zu finden, differentiieren wir nach xi 

^ — 1600 - 3520 ll - 1500 — 3520 ^(^ — 2a;) 

Dies wird zu Null fGLr o; ~ 22 cm, nnd die Ordinate g wird an 
dieser Stelle «; »* 12 cm, das Vorzeichen des Momentes an dieser 
Stelle ist negativ. Wir haben also Jlfmin =» — 9200 cm kg. Da- 
neben kommt aber auch das Biegungsmoment im Bogenscheitel in 
Betracht, das kein analytisches Maximum ist, aber wegen der bis 
zum Bogenscheitel begrenzten Gültigkeit des Ausdrucks für M trotz- 
dem den absolut größten Wert annimmt. Man hat nämlich 

Mj_^ 1500 • 60 — 3520 • 20 = + 19 600 cm kg. 

s 

An der gef&hrUchst beanspruchten Stelle wird daher 

6M 6-19600 



bh* 6^ 



a- 544 atm. 



Dazu kommt noch die sich gleichförmig über den Querschnitt yer- 
teilende Druckspannung durch die achsiale Belastung von der Größe 

3520 

■S; al«> -86— »» "*^ ^ «^**« Druckspannnng, die das Material 
auficunehmen hat, wird also gleich 544 + 98 » 642 atm und die 
größte Zugspannung gleich 544 — 98 = 446 atm. 

31. Aufgabe, derselbe Träger wird mit 10000kg gleichförmig 
belastet; wie groß wird der Harizontalsckub a) ohne, b) mit Berüch- 
suMigung des Einflusses der Normalkraft auf die Formänderungen? 

Lösung. Wir brauchen hier nur die Zahlenwerte in die For- 
meln Yon § 39 einzusetzen. Im Falle a) haben wir nach Gl. (119) 

qV _ 10000 120 
Für den FaU b) wenden wir Gl. (121) an. Mit If ^ — ^ • ^ wird 



/*."" - $P'' - '-^ 



mit Benutzimg eines schon bei der Lösung der yorausgehenden Auf- 
gabe gefundenen Besultats. Für i* ist 

.- e bh* Ä« 36 « 4 
* ^F"l26Ä = i2^12^^^°^ 
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zu setzen. Nach 61. (121) hat man daher (nach Yertauschung von 
ds mit dx) ,, - 

fM^zdx lö" 10000.120.20 7QQß, 

Der Unterschied zwischen den Fällen a) und b) ist daher unerheblich. 

32. Aufgabe. Um wievid vergrößert sich die Spannweite, wenn 
der in den vorhergehenden Aufgaben angeführte Stab als Balkenträger 
aufgestellt wird, unter dem Einflüsse der in Aufgabe 30 angegebenen 
Belastung. 

Lösung. Nach Gl. (122) ist, wenn an Stelle yon M hier JSf^ 
gesetzt und ds mit dx vertauscht wird, 

Cm.z , bPfl* ö . 3000 . 20 . 120* ^^^ 
^^ ^J ^0 ^^ ^ WE@ = 48 . 22 . 10» . 108 " ^'^^ ^"^ 

Dabei ist für das Integral der schon in der Lösung von Aufg. 30 
gefundene Wert und für den Elastizitätsmodul E des Flußeisens 
22 . 10^ atm eingesetzt. — Wenn die Widerlager um 1 mm nach- 
geben, wird dadurch in jedem Belastungsfalle der Horizontalschub 

um -x-r- = 926 kg vermindert. 

33. Aufgabe. Nach welchem Gesetze muß die Stärke eines vor- 
her auf einen größeren Durchmesser abgedrehten Kolbenringes von 
der Schlitestdle aus nach beiden Seiten hin zunehmen, werm der Bing 
nach dem Einpassen in den Zylinder überall mit demselben bezogenen 
Drucke p in radialer Bichtung an der Zylinderwand anliegen söU? 

Lösung. Man betrachte einen Querschnitt im Winkelabstande q> 
von der Schlitzstelle (vgl. Abb. 60). Die äußeren Kräfte am einen 

ötabteile geben eine Eesultierende, die 
ebenso groß und ebenso gelegen ist; als 
wenn sich der Druck p auf die Sehne a 
verteilte. Dies folgt nämlich aus einer 
hydrostatischen Betrachtung, von der 
man bei solchen Untersuchungen oft Ge- 
brauch macht. Ein Wasserkörper, der 
den Raum des Segmentes ausfüllte, wäre 
im Gleichgewichte, wenn von allen 
Seiten her der Druck p auf ihn wirkte. 
^^^ g^ Daraus folgt sofort, daß die Resultie- 

rende des Drucks am Bogenumfang 
gleich der Resultierenden ' des Drucks längs der Sehne ist. Wenn 
wir die Breite des Ringes (senkrecht zur Ebene von Abb. 60) mit b 
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bezeichneD, ist diese Eesultierende gleich pbs und das Biegungs- 
moment im Querschnitte g> 

M ^ ph—^ 2j?6r^sin'^« 

Vorher sei der Ring auf einen um Jr größeren Badius abgedreht 
gewesen; durch die elastische Formänderung muß sich der Badius 
überall auf r vermindern, wenn der Ring nachher überall satt an- 
liegen soll. Nach Gl. (111) haben wir daher 

Für die linke Seite kann man, da Jr klein gegen r ist, kürzer — |- 

setzen. Die Gleichung kann dann nach der unbekannten veränder- 
lichen Stärke h des Kolbenringes aufgelöst werden und gibt 

h -= cT/sin*Y > 
wenn unter e der für den ganzen Bing konstante Wert 

3 

c 






verstanden wird. Die erste von beiden Gleichungen gibt das all- 
gemeine Gesetz an, nach dem h mit tp zunehmen muß; c dagegen 
ist die größte Stärke, die der Bing an der der Schlitzstelle gegen- 
überliegenden Stelle erhält. Die letzte Gleichung kann daher auch 
umgekehrt dazu benutzt werden, die Stärke des Drucks j?, mit dem 
der Bing an der Zylinderwand aufliegt, zu berechnen, wenn c und 
idr gegeben sind. 

Für 9 = und für 9) = 360^ =- 2% gibt die Formel Ä = 0, 
d. h. der Bing müßte dort in einer Schneide endigen. Davon sieht 
man bei der praktischen Ausführung ab; dagegen ist es allgemein 
gebräuchlich, die Stärke des Binges sonst in ungefährer Überein- 
stimmung mit der abgeleiteten Formel nach der Mitte hin zimehmen 
zu lassen. 

Bei der Berechnung ist überall h als klein gegen r voraus- 
gesetzt worden, so daß r als Badius der Mittellinie genommen werden 
konnte. Mit Bücksicht auf den Zweck der Bechnung war diese Ver- 
nachlässigung zulässig. Man hätte natürlich auch für r den ge- 
naueren Wert r — — setzen können; man glaube aber nicht, daß 

dies in Wirklichkeit eine Verbesserung wäre. Es handelt sich bei 
solchen Untersuchungen immer darum, die Hauptzüge einer Erschei- 

Föppl, FeatigkeitBlehre. 6. Aafl. 15 
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nung in möglichst einfach gebauten Formeln wiederzugeben und auf 
Kleinigkeiten zu verzichten. Freilich will diese Kunst, an der rechten 
Stelle die angebrachte Vernachlässigung einzuführen, geübt sein, da- 
mit man nicht einmal ein Glied unterdrückt, das von größerer, viel- 
leicht sogar von ausschlaggebender Bedeutung ist. 

AnmerJcung. Der Ausdruck für Jlf in der vorausgehenden Rech- 
nung kann auch noch in der folgenden Weise umgestaltet werden: 



I 



wenn in dem letzten Ausdrucke unter der senkrechte Abstand des 
zimfi Winkel g> gehörigen Punktes von der an der Schlitzstelle ge- 
zogenen Tangente des Kreises verstanden wird. Das Biegungsmoment 
ist demnach überall so groß, als wenn die Belastung durch den 
Umfangsdruck p entfernt und durch eine Kraft P = phr ersetzt wäre, 
mit der die beiden Enden des Binges an der Schlitzstelle gegen- 
einander gezogen würden. — Hieraus folgt ganz allgemein die 
folgende Vorschrift für die Herstellung eines Kolbenringes, dessen 

Stärke h eine ganz willkürliche Funktion 
des Winkels (p sein darf und der nachher 
trotzdem überall mit dem gleichen Drucke 
p aufliegt. Man schneide den gegossenen 
Bing zunächst auf, ziehe dann die Enden 
mit einer Kraft P gegeneinander und drehe 
ihn in diesem gespannten Zustande auf 
einer Drehbank außen kreisrund zum 
Halbmesser des Zylinders ab, in den er 
später passen soll. Läßt man, nachdem 
dies geschehen ist, die Enden wieder frei, 
so federt er auseinander und der Umfang 
ist dann nicht mehr genau kreisrund. So- 
bald er aber nachher in den Zylinder 
eingesetzt und ihm dadurch die Gestalt 
wieder aufgezwungen wird, die er bei 
der Bearbeitung auf der Drehbank an- 
genommen hatte, liegt er nun mit einem 
gleichförmigen Drucke p an der Zylinderwand an, der aus der 

Gleichung P = jp6r ohne weiteres berechnet werden kann. 

34, Aufgabe. Ein U- förmiger Bügel von honstantem Quer- 
schnitte wird mit Hilfe einer zwischen den Schenkeln angebrachten 
Schraube in der Höhe a ausemandergebogen (vgl, Abb, 61), Die Über 
a hinausUegenden Teile der Schenkel bleiben hierbei geradlinig^ tmd 



u 



O 



a 



Abb. 61. 
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ewar dreht sich jeder Teü heim Auseinanderbiegen wm einen festen 
Punkt 0. Man soll dessen Lage ermitteln. 

Lösung, Der Körper ist als ein Bogen aufzufassen, dessen 
Mittellinie aus drei Seiten eines Rechtecks zusammengesetzt wird. 
Wir berechnen zunächst, mn wieviel sich die Spannweite unter dem 
Einflüsse eines Horizontalschubs oder Horizontalzugs verändert, und 
dann, um welchen Winkel sich die oberen Teile der Schenkel drehen ; 
wenn beide Werte bekannt sind, kann daraus leicht die Lage des 
Drehpunktes ermittelt werden. Vorausgesetzt wird, daß der Bügel 
während der Formänderung so festgehalten wird, daß die Symmetrie- 
achse ihre Lage beibehält; auf die Bewegungen, die der Bügel da- 
neben etwa noch im ganzen ausführen könnte, kommt es natürlich 
nicht an. 

Zur Berechnung von Jl verwenden wir Gl. (122): 



-ß. 



^^'''^^'- 



Die Integration ist über die eine Hälfte der Bogenmittellinie 
auszudehnen und dabei in zwei Teile zu trennen, von denen der eine 
siöh auf die horizontale Strecke und der andere sich auf die vertikale 
Strecke der Mittellinie bezieht. In der ersten Strecke ist is überall 
gleich a, in der zweiten ist ds ^^ dz^xmä. daher 

b a 



Die Drehung Jg> des oberen Teiles des Scheu kels ist gleich 
der Summe aller elastischen Winkeländerungen Jdg) benachbarter 
Querschnitte, die zwischen dem Bogenanfange und der Mitte liegen, 
also nach Gl. (112) 

Cm dB fPads , CPi j, J?« /i , «\ 



In seine neue Lage kann der obere Teil des Schenkels auch 
dadurch gebracht werden, daß man ihn um einen auf der ursprüng- 
lichen Lage der Schenkelmittellinie gelegenen Punkt um den Winkel 
Jq> dreht, wenn dieser Punkt im Abstände u von der Angriffsstelle 
der Kraft P nach abwärts liegt. Man braucht den Abstand u nur 
so zu wählen, daß der Angriffspunkt von P bei der Drehung einen 
Weg Jl zurücklegt. Daraus folgt die Bedingungsgleichung 

uJq> = Jl. also u = ,., ' a. 

^ ' G& + 3a 

16* 
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Da u unabhängig von P ist, folgt, daß sich der überstehende Teü des 
Schenkels in der Tat fortwährend um denselben Punkt dreht, dessen 
Lage zugleich ermittelt ist. — Rechnungen dieser Art sind zuweilen 
nötig, um sich über die Art der elastischen Bewegungen, die in Meß- 
instrumenten oder auch in Maschinen auftreten und dabei leicht 

einen störenden Einfluß aus- 

■ Si üben, rasch ßechenschaft 

geben zu können. 

35. Aufgabe, Ein 
Bogenträger von hcUbkreis- 
p förmiger GestcUt (Abb. 62) 
ist gdenkßrmig (mf gelagert. 
Am rechten Bogenende ist 
eine Stange in radialer Eich- 
iwng angebracht, an der ein 
Kräflepaar Pp angreift. Die 
Sta/nge überträgt diese Be- 
lastung auf den Bogen, Man soll die Komponenten A und H des Auf- 
lagerdrucJcs am Unken Trägerende berechnen, wobei anzunehmen ist^ daß 
der Träger überall gleichen Querschnitt hat Ferner soll noch angegeben 
werden, für welchen Querschnitt das Biegungsmoment m Null wird. 
Lösung. Aus einer Momentengleichung für das rechte Auf- 
lager erhält man sofort p 

Zur Berechnung von H dient Gl. (118), wobei 

Mf^ = A{r — r cos cp) = Fp z 

zu setzen ist. Man erhält 

CM^zds 1 ^ij/(^ — C08qp)r sinqprciqp 




Abb. 68. 
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wobei die Integrale zwischen und tc zu nehmen sind. 
Nach Ausführung der Integration findet man 

2Pp 



H = 



r% 



Das Biegungsmoment wird zu Null für den Schnittpunkt der 

Stabmittellinie mit der Resultierenden aus A und H. Für den 

Winkel a, den diese Resultierende mit der Wagerechten bildet, 

erhält man ^ ^ « ^^ 

Pp 2 Pp 



tg«= fr= ^' 



IC 



H 



2^ 



rn 



= :i = 0,7854. 
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Der zugehörige Winkel er ist gleich 38® 9'. Hieraus folgt der Zentri- 
winkel q> jenes Querschnitts, in dem keine Biegungsspannungen auf- 
treten, zu 

fp . 180® — 2« — rund 104«. 

Anme^lcung, Hinsichtlich der Lagerung und der . Belastung 
stimmt der hier behandelte Bogenträger vollständig mit der in § 44 
untersuchten Spiralfeder mit frei drehbarem Ende überein. Es besteht 
nur der Unterschied, daß die Spiralfeder eine Reihe von Windungen 
enthält, während hier die Mittellinie, wie man sagen kann, nur einen 
halben Umlauf macht. 

36. Aufgabe, Ein ioinkelförmiger Eahmen ABC (Abb. 63) 
ist aus ewd Stangen AB und BC eusammengesetet^ die im Punkte B 
steif miteinander verbunden sind, so daß sie sich nicht gegeneinander 
drehen können. Der Böhmen ist in den Punkten A und G nach Art 
eines Bogenträgers mit zwei Gelenken drehbar aufgelagert. Man soll 
die Außagerkräfte in A 

und C berechnen, die y^ ^P^lOOOko 

durch eine im Scheitel B 
angreifende horizontale 
Last P von 1000 kg her- 
vorgerufenwerden. Dabei 
soU nur auf den Einfluß 
der Biegungsmomente 
auf die Formänderung 
geachtet werden. 

ErsteLösung, Man 
denke sich zunächst C 
auf ein Bollenlager gesetzt, so daß sich dieses Ende in horizontaler 
Bichtung frei verschieben kann. Dann wird in C ein senkrecht nach 
oben gerichteter Auf lagerdruck übertragen, der aus einer Momenten- 
gleichung für den Funkt A gleich \ P gefunden wird. Den Auflager- 
druck in A zerlegen wir in eine vertikale Komponente von der Größe 
yP, die nach abwärts geht, und in eine horizontale nach Hnks ge- 
richtete Komponente von der Größe P, Für einen Querschnitt der 
Stange AB mit der Abszisse x ist das Biegungsmoment 

ilf^ « — ^PX '{-PX'^ \Px. 

Ebenso wird fOr die zweite Stange BG 
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gefunden. Nach Gl. (122) erhält man hiermit die horizontale Ver- 
schiebung Yon Cj nämlich 

1/2 



^^-EB 



l I M^xdx+j M^(2a — x)dxJ 



E@ 3 

Hierbei war darauf zu achten, daß ds^^ dxy^ ist. Nun bringen wir 
an C eine horizontale Kraft Z an, die diese Spannweitenänderang 
wieder rückgängig macht. Das von Z im Querschnitte x der Stange 
AB hervorgerufene Biegungsmoment ist (vom Vorzeichen abgesehen) 
.gleich Zx. Die Formänderung der Stange 5C ist symmetrisch zu 
der von -4 5, und für die durch Z hervorgerufene Spannweitenänderung 
erhält man daher nach Gl. (122) (wiederum abgesehen vom Vor- 
zeichen) 

a 


Die Gleichsetzung mit dem vorigen Werte von Jl liefert 

Im ganzen haben wir daher am linken Ende eine nach links gehende 
horizontale Komponente von der Größe \P und eine ebenso große 
nach abwärts gehende vertikale Komponente, d. h. die Resultierende 
aus beiden liefert eine in die Verlängerung der Stange AB fallende 
Auflagerkraft. Ähnliches gilt für die Stange BG, Die Biegungs- 
momente werden daher überall zu Null. 

Zweite Lösung, Wir betrachten die schon vorher mit Z be- 
zeichnete Komponente der Auflagerkraft am rechten Ende als die 
statisch unbestimmte Größe, die nach dem Satze von Castigliano die 
Formänderungsarbeit zu einem Minimum machen muß. Der von den 
Biegungsmomenten herrührende Teil der Formänderungsarbeit wird 
aber zu Null, wenn wir P einfach nach den Richtungen der beiden 
Stangen zerlegen und die beiden Komponenten durch die Stangen auf 
die Auflager weiterleiten. Wir finden damit ohne weitere Rechnung 
das schon in der vorigen Lösung abgeleitete Resultat- 

37. Aufgabe, Ein flacher Bogmträger (Abb, 64) von l^ 6 m 
Spanmceite und f^ 0,7 m Pfeilhöhe^ der als Parabelträger angeschcft 
werden kann, stützt sich bd A und B auf Gelenke, Das linke Gelenk 
ist auf einer unnachgiebigen Mauer aufgelagert, das rechte sitzt da- 
gegen auf einem biegsamen Stabe BD, der am unteren Ende bei D 
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eingespannt ist. Wie groß ist P^ 5000 kg 

der Horigontalsckuh, der durch 

eine im Bogenschdtel bei C 

angebrachte Einzellast P von 

5000 kg hervorgerufen wird, 

wenn der Bogenträger AB tmd 

der Stab BD aus dem gleichen 

Material bestehen und gleichen 

Querschnitt hahen? 

Erste Lösung, Wir be- 
rechnen zuerst, um wieviel' 
sich das rechte Bogenende B 
nach rechts verschieben würde, 
wenn es auf einem in horizontaler Richtung verschieblichen Rollen- 
lager säße. Diese Spannweitenvergrößerung Jl kann nach Gl. (122) 
berechnet werden. Dabei können wir uns für die Ausrechnung auf 
die Lösung von Aufgabe 30 beziehen, in der diese schon vorbereitet 
ist, womit wir 




Abb. 64. 
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erhalten. Ein Horizontalschub H^ der die ganze Spannweitenvergrö- 
ßerung Jl wieder rückgängig machen könnte, müßte, wie ebenfalls 
schon bei Aufgabe 30 gezeigt wurde. 



H'^ 



EGJl 

^Z*d8 
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sein. Dies wäre der Horizontalschub, für den Fall, daß das rechte 
Bogenende ebenfalls unverschieblich aufgelagert wäre; beim Einsetzen 
der Zahlenwerte findet man dafür 

ir=8370kg. 

Der wirklich zustande kommende Horizontalschub sei mit X be- 
zeichnet und die Verschiebung, die das rechte Bogenende tatsächlich 
erfilhrt, mit v. Um auf diesen Zustand zu kommen, können wir von 
dem soeben erledigten Falle ausgehen, daß das rechte Bogenende auf 
einem Rollenlager sitzt. Bringen wir hierauf den Horizontalschub X 
an diesem Bogenende an, so muß er die Verschiebung z/l bis auf den 
Best V rückgängig machen, also selbst eine Verschiebung um Jl —v 
hervorrufen. Hieraus folgt die Proportion 



X 



Jl—v 
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Andererseits ist v auch gleich der Durchbiegung des Stabs BD 
unter der Last X, wofür wir nach einer in § 33 abgeleiteten Formel 

setzen können, wenn an Stelle der früher benutzten Bezeichnung l 
hier der Buchstabe h für die Strecke BD gebraucht wird. Die Auf- 
lösung der beiden Gleichungen nach X liefert 

SEGJIH 26P;V 

Nach Einsetzen der Zahlenwerte findet man 

X == 1240 kg. 

Zweite Lösung, Die statisch unbestimmte Größe X erhält man 
nach dem Verfahren von Castigliano aus der Bedingung, daß die 
Formänderungsarbeit für sie zu einem Minimum wird. Für die Form- 
änderungsarbeit Ä^ im Bogenträger kann man schreiben 



und für die Formänderungsarbeit A^ im Stab BD erhält man in der- 
selben Weise 

h 

^«""J 2E0^^'^ QEB' 



Diflferentiiert man A^ + A^ nach X und setzt den Differentialquotien- 
ten gleich Null, so ergibt sich nach Multiplikation mit EG die Be- 
dingungsgleichung 

t 

-^2 (|a?- Xz)zdx + ^' - 0. 



Da nun nach den bei Aufgabe 30 durchgeführten Rechnungen 
1 JL 

I xzdx ^ -^fl^ und j f^^^x^j^f^l 
, 

gesetzt werden kann, erhält man daraus wie vorher 



Aufgaben 



233 



Z= 



25 P/?^ 
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Bei der Anfstelhmg des Ansdrucks fnr die Formändenuigsarbeit 
wurde nur auf die Biegncgsmomente geachtet, der Einflufi der Nor* 
malkräfte also Temachlässigt. Auch die erste Lösung beruht auf 
dieser stillschweigend Torgenommenen Vereinfachung. 

38. Aufgabt^ Aus einem 
J'Eisen, Xonmalproß 30, dessen 
Trägheüsmament rund 10 000 em^ 
heträffi, ist dmrch Umbiegen der 
Enden der in Abb. 65 gezeidmete 
TJ'ßrmige Bakmm kerffesidü. Wie 
groß wird der durdk eine Last P 
van 800 Isg hervorgerufene Hori- 
eonialsekuby wenn bade Enden dreh- 
bar aufgelagert sind? 

Lösung. Der Bahmen bildet 
einen Bogenträger mit zwei Gelenken, ffir den der HorizontaLschub 
ohne weiteres nach GL (118) 



s 

^ 




AM. 6. 




H^ 



fM^zds 
Jz*ds 



berechnet werden kann. Man muß nur beachten, daß die Bogenmittel- 
linie hier durch drei rechtwinklig aneinanderstoßende Strecken ersetzt 
ist; die Abrunduiigen an den Ecken darf man außer Betracht lassen. 
Für die beiden Schenkel des Bahmens ist in jedem Querschnitte 
das mit M^ bezeichnete Moment gleich Null; zu dem im Zahler Ton 
H stehenden Integral liefert daher nur dar wagerechte Teil des Bah- 
mens einen Beitrag. Man erhalt 



z 
JM^zds — 2 / 



-xhdx^-^ 



Audi das im Nenner toü H stehende Integral ist in einzelne 
Teile zu zerlegen, wobei za beachten ist, daß der rechte Schenkel 
ebensorid dazu beiträjirt als der linke. Man findet 



2A» 



fg^ds — 2fi^dz + h[fdx — ^ + *«I, 






und 



it wird 



H 



%pr 
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197 k^. 
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Auch hier beruht die Berechnung auf der Vernachlässigung des 
Einflusses der Normalkräfte auf die Formänderung. Bei den in der 
Aufgabe vorkommenden Maßen ist diese Vernachlässigung ohne 
Zweifel zulässig; sie würde aber nicht mehr zulässig sein, wenn h 
erheblich kleiner wäre. Mit Ä = liefert die vorstehende Formel 
^ » oo ; das zeigt schon, daß sie auf Fälle, bei denen h sehr klein 
ist, nicht angewendet werden darf. 

39. Aufgabe. Wie groß ist der Horigontälschuh, der im Falle 
der vorigen Aufgäbe durch eine Temperaturerhöhung um 1^ C hervor- 
gebracht wird? 

Lösung, Der Ausdehnungskoeffizient des Eisens ist gleich 

anzunehmen. Wenn sich der Körper ungehindert ausdehnen könnte, 
würde sich daher die Spannweite l um 0,00375 cm vergrößern. An- 
dererseits wird durch einen Horizontalschub von 1 kg die Spannweite 
verkleinert um den Betrag 

lkg,o/2Ä 



Jl 



- W^" 



E@ 



»Tt + ') 



oder, wenn man die Zahlenwerte einsetzt und dabei E zu 2,10^ atm 
annimnit, um 0,0002 736 cm. Um die durch die Erwärmung um 
1® hervorgebrachte Spann weiten Vergrößerung von 0,00375 cm wie- 
der rückgängig zu machen, bedarf es daher eines Horizontalschubs, der 
sich zu 

0,0037 6 .07, 

berechnet. 

40. Aufgabe, Ein Stab hat quadratischen Querschnitt von 12 cm 
Seitenlange und eine gekrümmte Mittellinie von 4 m Spannweite und 
1 m PfeüXhöhe (Abb. 66). Er ist an beiden Enden gelenkßrmig auf- 
gelagert und zwischen den Punk- 
F = 2000 kg ten A und B mit einer Ter Stär- 

kungsstange von 6 qcm Quer- 
schnitt aus demselben Material 
versehen. Wie groß wird der 
Horizontalschuh und wie groß 
wird die Spannung in der Stan- 
ge AB, wenn der Träger in der 
Mitte eine Einzellast P von 
2000 kg aufzunehmen hat? 

Lösung, Der Träger ist 
zweifach statisch unbestimmt. Als statisch unbestimmte Größen wäh- 
len wir den Horizontalschub H und die Spannung X der Stange 
AB. Wir berechnen zuerst die Formänderungsarbeit A^ des Bogen- 




Abb. 66. 
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tragers. Mit den üblichen, bei den yorhergehenden Aufgaben bereits 
angewendeten Vemacblässigangen erh&lt man 

a J 

^t-:^{/(f— ^'^-+/(f— ^--:^('-i)H- 

a 

Dazu kommt die Formändemngsarbeit in der Yerstärkungs- 
Stange, die man (vgL z. B. <Ke Lösung von Aufgabe 9) 

setzen kann, wenn F den Querschnitt der Stange »> 6 cm^ bezeichnet. 
Die ganze Formänderungsarbeit Ä^ -{- A^ ist nach H und nach X zu 
dififerentiieren, und beide Differentialquotienten sind gleich Null zu 
setzen. Dadurch erhält man die Gleichungen 






J (^« - Hejzdx - xHe - ^^dz - 0, 



s 



_|/(|._H.-X(.-i))(.-i)..tz'-^-0. 

a 

m 

Ffir den Parabelbogen kann, wie bei den früheren Aufgaben, 

8 t 

/ xzdx = jgÄi* und / z^dx — jr^'i 



gesetzt werden. In derselben Weise findet man 

? t I 

fz^dx - 0,2534 hH'.fzdx = 0,294 Jil] f[z - ^dx^Ofi^lh% 

m a a 

wobei zu beachten ist, daß 

a - |(l -]/|) oder ^- 2a - z]/| = 0,707 l 
gefunden wird. Femer hat man noch 
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jxle — ^)dx = 0,0433 M* und 6 =• ^* cm*, JP— 6 cm*, daher 

a 

e — F-288 cm', 

und wenn man diese Werte einsetzt, gehen die Bestimmungsgleichun- 
gen über in 

0,052 IP - 0,267 hH - Q,106 hX - 

- 0,043 IP + 0,213 hH + hX (o,094 + ?^) = 0. 

Im Koeffizienten von X in der letzen Gleichung ist bereits 1 cm 
als Längeneinheit eingesetzt. Beachtet man, daß /» » 100 cm und 
l B» 400 cm angegeben sind, so gehen die beiden Gleichungen über in 

0,208 P - 0,267 H - 0,106 Z = 
- 0,172 P + 0,213 H + 0,114 X - 0, 

woraus sich durch Auflösen 

H = 0,697 P und Z - 0,206 P 

ergibt. Die letzten Dezimalen sind jedoch ganz unsicher, und man 
schreibt daher dafür besser 

jy=,0,7P=1400kg und X = 0,2 P = 400 kg. 

Wenn die 'Verstärkungsstange nicht angebracht wäre, würde sich der 
Horizontalschub, wie man leicht findet, zu 1560 kg berechnen. Er 
wird daher durch das Anbringen der Stange nur um etwa 10 % ver- 
mindert. 

Setzt man, um auf den Fall der fehlenden Verstärkungsstange 
zu kommen, in den vorhergehenden Formeln JP =* 0, so wird der 
Koeffizient von X in der zweiten Bestimmungsgleichung unendlich 
groß, und daher muß X »■ sein. Die erste Bestimmungsgleichung 
geht nach Wegfallen des Gliedes in X über in 

0,208P-0,267J3'-0 

und liefert H «• 0,7 8 P »1560 kg, wie vorher schon angegeben war. 



Seclister Abschnitt. 
Stäbe auf naehgiebiger Unterlage. 



§ 46. Grandlegende Annahmen. 

Bei der Berechnung des Eisenbahnoberbaues steht man 
Yor der Aufgabe, die Biegongsmomente, Scherkräfte mid Span- 
nungen in einem Stabe zu ermittekiy der zwar seiner ganzen 
Länge nach gestützt ist, so jedoch, daß die Stützen selbst unter 
einer Belastung nachgeben. Ähnliche FäUe kommen zwar auch 
sonst noch bei den Anwendungen der Mechanik öfters yor; wir 
wollen aber, um eine deutliche Vorstellung von dem Gegen- 
stande der Untersuchung zu gewinnen, hier zunächst immer 
nur an die Formänderungen und die Beanspruchungen denken, 
die eine gewöhnliche Eisenbahnquerschwelle erfahrt, wenn die 
beiden auf ihr befestigten Schienen einen gegebenen Druck auf 
sie übertragen. 

Daß sich die Schwelle etwas einsenkt, wenn ein Eisen- 
bahnzug über das Gleis fährt, lehrt schon eine einfache Be- 
obachtung, die man bei jedem Spaziergange längs einer von 
einem Zuge befahrenen Eisenbahnstrecke machen kann. Man 
nimmt dabei zunächst wahr, daß die Schiene selbst sich senkt. 
Dies kommt zum Teil daher, daß die Schwelle der Quere nach 
zusammengedrückt wird; indessen nur zum kleineren Teile, 
denn beim Nachrechnen erkennt man, daß die elastische Ver- 
kürzung der Schwellenhöhe nicht ausreichen kann, um die mit 
bloßem Auge sehr deutlich wahrnehmbare Senkung der auf 
ihr ruhenden Schiene zu erklären. Die Schwelle muß sich 
daher tiefer in die Eiesbettung des Eisenbahnkörpers ein* 
drücken, und zwar muß die Formänderung des Bettungskörpers 
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eine ziemlich yollkommen elastische sein, da die Schwelle nach 
der Entlastung jedesmal in ihre frühere Lage zurückkehrt. 
Man wird im Zusammenhange mit dieser Beobachtung zu 
der Frage geführt^ nach welchem Gesetze sich die Last der 
Länge nach auf die Eiesbettung verteilt, und sieht sofort ein^ 
daß eine Beantwortung der Frage nur auf Gnind einer näheren 
Untersuchung der eintretenden elastischen Formänderungen so- 
wohl der Schwelle als des Bettungskörpers möglich ist. Na- 
türlich hängt diese Lastverteilung auch davon ab; auf welche 
Art die Schwelle schon im unbelasteten Zustande eingebettet 
ist; wenn irgendwo eine Lücke oder eine lockere Stelle in der 
Kiesbettung vorkäme^ könnte an dieser Stelle überhaupt keine 
Lastübertragung stattfinden. Wir setzen aber als selbstver- 
ständlich vorauS; daß die Schwelle überall gut unterstopft sei, 
so daß sie satt auf dem Eies- oder Schotterbette aufruht und 
daß also in dieser Hinsicht der ganzen Schwellenlänge nach 
die Vorbedingungen überall die gleichen sind. 

Auf den ersten Blick mag es befremdlich erscheinen, daß ein 
Körper von der Art eines Sand- oder Kieshaufens imstande sein könne, 
ziemlich vollkommen elastische Formänderungen auszuführen. Aber 
auch andere Erfahrungen bestätigen den Schluß, den wir aus der Be- 
obachtung an dem Eisenbahngleise gezogen habeb. In der Tat weiß 
man ja, daß ein in solcher Weise zusammengesetzter Erdboden Schall- 
schwingungen fortzupflanzen vermag, daß er also elastische Bewe- 
gungen — solche sind die Schallbewegungen — ausfuhren kann. Ich 
habe mich aber auch noch durch einen unmittelbaren Versuch von 
der Elastizität des gewöhnlichen Erdbodens überzeugt. Dazu ließ ich 
in dem Hofe meines Laboratoriums zwei Pfähle einrammen, die 3 m 
voneinander entfernt sind und eine Eisenschiene tragen, die etwa 
70 cm über dem Boden liegt. Unterhalb der Schiene wurden kleine 
Holzpflöcke eingeschlagen, die fest im Boden sitzen und dessen Be- 
wegungen mitmachen. Es handelt sich nun darum, die Verschiebungen 
dieser Holzpflöcke gegen die darüber in fester Lage verharrende Eisen- 
schiene zu messen. Zu diesem Zwecke wurde ein Spiegelgerät an der 
Schiene befestigt, und von dem Holzpflocke aus wurde eine Stange 
in die Höhe gefüftirt, deren unteres Ende sich um Spitzen in einer 
Messingfassung drehen konnte, die an dem Holzpflocke befestigt war, 
während das passend zugeschnittene obere Ende auf dem Umfange 
des Hartgummiröllchens des Spiegelgeräts aufruhte; für einen ange- 



§ 46. Grundlegende Annahmen 239 

messenen Druck an der Auf lagerstelle sorgte ein kleines Übergewicht. 
Eine Yerschiebong des Holzpflocks nach, abwärts verrät sich nun 
durch eine Drehung des Spiegels, die mit einem Femrohre beobachtet 
wird. Bei meinen Versuchen entsprach eine Verschiebung des Maß- 
stabbildes im Spiegel gegen das Fadenkreuz des Femrohrs um einen 
Teilstrich einer Senkung des Holzpflocks um 0,835 fi oder tausendstel 
Millimeter, nnd auf Zehntel mm der Maßstabteilung konnte bei der 
Ablesung geschätzt werden. Man las also die Bodensenkung, die der 
Holzpflock mitmachte, im Fernrohre in rund 1200-facher Vergrößerung 
am Maßstabe ab, und die Genauigkeit der Messung stellte sich auf 
etwa 0,1 fi. 

Nun brachte man eine Last von 100 kg in verschiedenen Ent- 
fernungen von der Stelle auf, an der die Einsenkung gemessen wurde. 
Dabei ergaben sich die nachstehenden zusammengehörigen Werte: 

Entfemung in cm -=20 40 60 80 

Senkung in :T^r^mm (oder (i) =* 14,2 4,2 1,4 0,7. 

Für 50 kg Belastung betiTig die Einsenkung in 20 cm Ent- 
femung 7,3 ft, so daß die Formänderung der Last ziemlich genau 
proportional zu sein scheint. Trotzdem ist, wie sich im 5. Bande 
zeigen wird, die Formänderung sehr wesentlich von jener verschieden, 
die ein dem Superpositionsgesetze imterworfener, vollkommen elasti- 
scher Körper erfahren müßte. 

Bei der Berechnung des Eisenbahnoberbaues hat man sich 
indessen durch eine weit einfachere Annahme geholfen, die für 
die Ableitung ungefähr richtiger Resultate hinreichend genau 
zu sein scheint. Man nimmt nämlich an, daß die Einsenkung 
der Bettung unter deuL Drucke der Schwelle an jeder Stelle 
nur dem gerade dort wirkenden Drucke proportional sei. Genau 
richtig ist dies natürlich keineswegs; man sieht aber aus den 
vorher mitgeteilten Zahlen^ wie schnell die Einsenkung mit 
der Entfemung von der Angriffsstelle der Belastung abnimmt. 
Li der Tat wird also die Tiefe der Einsenkung in erster Linie 
von den in der nächsten Nachbarschaft übertragenen Druck- 
kräften abhängen und nur wenig von den weiter entfernten 
beeinflußt sein^ so daß eine Rechnung^ die sich auf die An- 
nahme stützt, daß Druck und Einsenkui^ überall in gleichem 
Verhältnisse zueinander ständen, nicht viel von der Wahrheit 
abweichen kann. 
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§ 47. Die Eisenbahnquersohwelle mit konstantem Querschnitte. 

Der auf die Längeneinheit von der Schwelle auf die Bet- 
tung übertragene Druck sei mit py der Druck fiir das Längen- 
element dx der Schwelle also mit pdx bezeichnet. Für einen 

Querschnitt im Abstände x Yom 
linken Ende der Schwelle hat 
man, falls x kleiner als a ist, 
für die Scherkraft V den Aus- 
druck 



I 
\ 






Cr 



T^ 
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a? 



Abb 






6T. 



wenn u hier ebenfalls eine Ab- 
szisse ist, die man von bis x 
wachsen läßt. 

Daraus folgt durch Differentiation nach x oder auch schon 
auf Grund einer einfachen Überlegung über die Bedeutimg von p 

dV 

-p. 



dx 



(135) 



Schon fi-üher fanden wir, daß die Scherkraft V als DiflEeren- 
tialquotient des Biegungsmomentes M angesehen werden kann 
(GL 70), und wir finden daher auch 

^.p. (136) 

Die Biegungsmomente bringen eine Krümmung der Mittellinie des 
Stabes hervor. Bezeichnen wir die Einsenkung, die ein Punkt 
der Mittellinie bei der Abszisse x erfahrt, mit y, so ist y — f(x) 
die Gleichung der elastischen Linie des Stabes. Die Einsen- 
kungen y sind also einerseits an den Zusammenhang mit den 
Biegungsmomenten gebunden, der durch die Differentialglei- 
chung der elastischen Linie ausgesprochen wird, und anderer- 
seits sind sie nach unserer grundlegenden Annahme der un- 
bekannten Funktion p proportional. Der Vergleich beider 
Beziehungen miteinander führt zur Lösung der Aufgabe, 
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Die Differentialgleichang der elastischen Linie (GL 76) 

ax' 

liefert, wenn man sie zweimal nach x differentiiert, mit Rück- 
sicht auf GL (136) ,, 

^®d P- (137) 

Die von uns gewählte Annahme über den Zusammenhang 
zwischen der elastischen Einsenkung y und dem Drucke 2> für 
die Längeneinheit der Schwelle kann in der Gleichui^ 

p-lcy (138) 

ausgesprochen werden, in der h eine von den elastischen Eigen- 
schaften der Bettung abhängige Konstante ist^ die man als die 
„Bettungsziffer^^ bezeichnet. Gl. (137) geht damit über in 

^® £^ - - *y- (139) 

Man kennt die allgemeine ^ also mit vier willkürlichen 
Konstanten behaftete Lösung dieser Differentialgleichung vierter 
Ordnung. Sie lautet: 

y «= Cje*** cos ax + CjC*** sin ax + C^e"^' cos ax 

+ C^e-"" sinaxy (140) 

worin die C die willkürlichen Konstanten sind^ während mit a 
zur Abkürzung der Absolutbetrag von 



--Vi 



ES (141) 

bezeichnet ist. Daß die Lösung die Differentialgleichung (139) 
befriedigt; erkennt man durch Einsetzen in diese Gleichung^ 
und daß sie zugleich die allgemeinste Lösung ist^ folgt daraus, 
daß sie vier unbestimmte Konstanten enthält. 

Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Konstanten mit 
Hilfe der Grenzbedingungen, die bei der Aufgabe vorgeschrieben 
sind; zu bestimmen. Dabei ist zu beachten, daß die ganze 
elastische Linie der Schwelle in drei gesonderte Aste zerfällt, 
von denen der erste von bis a reicht, der zweite zwischen 
die beiden Schienen fällt und der dritte das über die rechte 

Föppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. 16 
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Schiene hinausragende Stück der Schwelle umfaßt. Der Sym- 
metrie wegen genügt es indessen^ wenn wir hier nur den 
ersten Ast und die bis zur Symmmetrieachse reichende Hälfte 
des zweiten Astes ins Auge fassen. 

Für alle Aste gilt im allgemeinen die Lösung (140); die 
Eonstanten C sind aber den yerschiedenen Anfangsbedingungen 
entsprechend bei den einzelnen Ästen verschieden. Wir haben 
also hier im ganzen acht bisher unbestimmt gebliebene Kon- 
stanten den Qrenzbedingungen entsprechend zu wählen. Dazu 
stehen uns auch in der Tat acht Bedingungsgleichungen zur 
Verfügung. Zunächst wissen wir, daß für a? = sowohl M 

als V verschwinden. Mit M ist aber überall ^ und mit V 

ist j\ proportional; beide Differentialquotienten sind also für 

a; = gleich Null zu setzen. Der besseren Übersicht wegen 
stelle ich hier die drei ersten Differentialquotienten von y nach 
Gl. (140) zusammen. Man findet: 

-^ — a { Gl (e"* cosax — e"* sinax) + C^ (e"* sin ax + e** cos ax) 

+ C^{— e~"*co8ax — e""*sinaa?) 
+ Cli(— e""*sinarc + e""*cosaa;)}, 

^ = a^{— 2Cie«*sinaaJ + 2(7s,e«*cosaa; + 2C^e-'''Qiaax 
— 2C^e'~^'coBax], 

-^ = «8 { — 2 C^(f sin ax + e«* cos ax) 
+ 20^ (e"* cos ax — ef*' sin ax) 
+ 2C^{— e-^^sinaa; + ^""'cosaa;) 
+ 2(74 (e-«* cos aa? + «"''* sin arr)}. 

Die Bedingung, daß j\ für rc = verschwinden soll, liefert 

daher die Gleichung 

C, = C„ (142) 

und aus -^i = für a; «= folgt 

<7i - (?» + C, + C;. (143) 
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Zur Abkürzung führen wir femer die Bezeichnungen ein 
c^^'cosaa = m^] 0°'^Bmaa «= w,; e""^ cos cca •- 



mg; 



und die vier Konstanten, die in der Gleichung des zweiten 
Astes der elastischen Linie auftreten , werden der Reihe nach 
C/5 bis C3 geschrieben. Nun müssen sich beide Aste so an- 
einander schließen, daß sie für x ^ a gleiches y und auch 

gleiches -^ geben, denn ein Knick der elastischen Linie kann 



dx 



d*y 



an dieser Stelle nicht auftreten. Aber auch -jA muß an der 

Anschlußstelle für beide Äste gleich sein, da sich das Biegungs- 
moment M nicht sprungweise ändert. Damit erhalten wir die 
drei Bedin gungsgleichungen : 

G^{m^ — m^) + C^{m^ + m^ — G^ijn^ -f mj 

— Ci^g + G^m^ + (73W4 — G^m^ = — G^m^ 
+ CgWi + G^m^ — G^w^. 

Der dritte Differentialquotient von y ist dagegen an der An- 
schlußstelle für beide Äste von verschiedener Größe, denn 
man hat 



(144) 



^^^^Ee^'^ 



dx 



dx*' 



und die Scherkraft V erleidet an der Übergangsstelle eine 
plötzliche Änderung um den Betrag — P. Wenn man also 
für den Augenblick die Ordinate des ersten Astes mit t/j, die 
des zweiten mit y^ bezeichnet, so besteht an der Übergangs- 
stelle die Beziehunor 



r^ _ f AI 

L dx* dx* Jx^a 



E& 



IG* 
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oder, wenn man die Werte der DifiCerentialquotieatea einsetzt, 

{C, - Cj)(»»i + »«,) + ((7, - C,)(mi - m,) + {G, - C,)(tn, - wj 

Endlich seien die Werte, die man erhält, wenn man in 
den Ausdrücken für m^, w,, . . . die Abszisse a durch die Ab- 
szisse l (entsprechend der Schwellenmitte) ersetzt, mit »j, n^ 

usf. bezeichnet. In der Symmetrieachse muß zunächst 3^ = ^ 

werden, ferner aber auch 3-^, weil hier F«=0 ist. Man hat 
also noch die beiden Gleichungen 

Alle in den acht Bedingungsgleichungen (142) bis (146) 

vorkommenden Großen sind bis auf die Unbekannten G in 
einem bestimmten Falle zahlenmäßig gegebene Werte; man kann 
daher diese Gleichungen ersten Grades ohne weiteres nach 
den acht Unbekannten auflösen und kennt dann nach Gl. (140) 
die Gestalt der beiden Äste der elastischen Linie. Auch das 
Gesetz der Druckverteilung ist damit nach Gl. (138) gegeben. 



§ 48. Lösung der vorigen Aufgabe auf graphisohem Wege. 

An Stelle der durch Gl. (137) oder Gl. (139) ausgesprochenen 
Bedingung kann man das Gesetz, dem die elastische Linie der Schwelle 
unterworfen ist, auch geometrisch zum Ausdrucke bringen. Die 
elastische Linie eines vorher geraden Stabes kann nämlich, wie in 
der graphischen Statik gezeigt wird, als ein zweites Seilpolygon ge- 
fanden werden, das zu der gegebenen Belastungsfläche gehört. Die 
durch jene Differentialgleichungen zum Ausdrucke gebrachte Bedin- 
gung kommt dann darauf hinaus, daß das zweite Seilpolygon und 
die Belastungsfläche verhältnisgleiche Ordinaten haben müssen. Geo- 
metrisch gesprochen handelt es sich also um die Lösung der Aufgabe, 
eine solche Gestalt der Belastungsfläche (also der Funktion p) aus- 
findig zu machen, die bei passender Wahl des Maßstabes mit ihrem 
eigenen zweiten Seilpolygon zusanunenfällt. 

Wenn man nun auch keine direkte Methode für die graphische 
Lösung dieser Aufgabe angeben kann, so kann sie doch sehr leicht 
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auf indirektem Wege, nämlich durch Probieren (nach der „regula 
falsi^^) gefanden werden. Man sucht sich nämlich zunächst ein un- 
gefähres Bild von der zu erwartenden Druckverteilung zu verschaflfen. 
Dazu reicht schon aus, daß der Druck unterhalb der Schiene jeden- 
falls am größten sein wird, und daß er von da aus sowohl nach der 
Schwellenniitte als nach außen hin allmählich abnimmt. Dement- 
sprechend zeichnet man zur Probe eine Belastungsfläche (d. h. eine 
graphische Darstellung der Druckverteilung p) hin, die sonst ganz 
willkürlich gewählt werden darf. Dann probiert man, ob man mit 
dieser Vermutung das Bechte getroffen hat, d. h. man konstruiert das 
zweite Seilpolygon dazu imd trägt dessen Schlußlinie horizontal in 
solcher Höhe ein, daß der Flächeninhalt mit dem der Belastungs* 
fläche übereinstimmt. Im allgemeinep wird man zunächst eine starke 
Abweichung in der Gestalt beider Kurven finden. Dann ändert man 
die zueilst gezeichnete Belastungsfläche so ab, daß sich die Last- 
verteilung jetzt mehr der Oestalt der gefundenen elastischen Linie 
nähert, und wiederholt das Verfahren für diese zweite Annahme. Die 
Übereiustimmung zwischen Belastungsfläche und zugehöriger elasti- 
scher Linie wird jetzt besser werden, und nach mehrmaliger Wieder- 
holung findet man mit hinreichender Genauigkeit die wirkliche Druck- 
verteilung. 

Dieses graphische Verfahren hat den Vorteil, daß es auch dann 
noch bequem anwendbar bleibt, wenn der Querschnitt nicht konstant 
ist (z. B. bei eisernen Querschwellen) , da man auch für diesen Fall 
die Gestalt der zu einer angenommenen Belastungsfläche gehörigen 
elastischen Linie ohne Schwierigkeit auf graphischem Wege ermitteln 
kann. — Eine Unterscheidung zwischen den einzelnen Asten der 
elastischen Linie braucht hier natürlich nicht gemacht zu werden, 
da es bei dem graphischen Verfahren ganz gleichgCQtig ist, wenn 
irgendwo ein Sprung in dem Werte des dritten Differentialquotienten 
von y auftritt. 

§ 49. Axifii;aben ähiüieher Art. 

An den Bedingungen, denen der Stab unterworfen ist, wird 
nicht viel geändert, wenn er nicht gleichmäßig seiner ganzen Länge 
nach, sondern in einzelnen Punkten unterstützt ist, die in kleinen, 
unter sich gleichen Abständen aufeinanderfolgen. Voraussetzung* ist 
nur, daß- jede dieser Stützen unter demselben Drucke um gleichviel 
nachgibt. Solche Fälle kommen öfters vor. Man denke sich z. B. 
eine Brückenkonstruktion, die aus einer Anzahl ziemlich dicht neben- 
einander liegender Hauptträger gebildet wird, auf die sich die der 
ganzen Brückenbreite nach durchlaufenden Querträger stützen. Die 
Verteilung des Druckes vom Querträger, wenn dieser irgendeine 
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Binzellast (oder auch mehrere) trSgt, auf die einzelnen Hauptträger 
befolgt dann- ungefähr dasselbe Gesetz, daa durch die in § 47 ge- 
gebene Lösung dargestellt wird. 

Ein anderer Fall wird durch Abb. 68 angegeben. Dorch einen 
Holzbalken ist ein Loch gebohrt, durch das ein Schraubenbolzen gut 
passend gesteckt ist. Außen greifen zwei Eisenlaschen an, die durch 
den Bolzen mit dem Balken verbunden sind nnd die durch dessen 
Vermittlung eine Belastung auf den Balken über- 
tragen, unter dem Einflüsse der Betastung biegt 
sich der Bolzen etwas; dieser Biegung widersetzt 
sich das Holz, nnd es tritt nun ein Druck des 
tj Holzes gegen den Bolzen auf, der in der Uitte 
nach abwärts und an den Seiten nach aufwärts 
gerichtet ist. Uan kann auch hier nftbemugs- 
weise den Druck proportional der Zusammen- 
drQckung setzen, die das Holz an der be- 
treffenden Stelle erfährt. Von dem Falle der 
Eisenbahnach welle in der Bettung weicht der 
hier vorliegende nur insofern ah, als dort nur 
Druckkräfte in einer Bichtung, hier aber auch 
solche in der entgegengesetzten Eichtung über- 
tragen werden kOnnen. Gl. (140) gibt aber auch 
Abb. K. jjj diesem Falle ohne weiteres die allgemeine 

Gestalt der elastischen Linie nnd damit das allgemeine Gesetz der 
Druckübertragung an. Die Eonstanten C bestimmen räch ans den 
Bedingungen, daß an beiden Enden -^ gleich Null und ^-^ •— -jtq 
oder gleich — -^^ werden muß. 

Wenn auf einen Mauerkörper an einer Stelle eine größere Last, 
z. B. der Auflt^erdruck eines Brücke nträgers übertragen werden soll, 
muß man die zunächst ziemlich konzentriert auftretende Belastung 
mit Hilfe einer großen Eisenplatte Über eine Mauerwerksfläche ver- 
teilen, die so groß ist, daß die Festigkeit der Steine nirgends über- 
schritten wird. Auch zur Abschfitzoug des Druckverteilungsgesetzes 
in diesem Falle geben die vorausgehenden Betrachtungen einen An- 
haltspunkt. Man möchte in diesem Falle eine möglichst gleichmäßige 
Dmckverteüung herbeiführen. Dazu gehört natürlich in erster Linie 
eine möglichst genaue, satte Auflagerung der Platte, also die Er- 
füllung der Voraussetzung, von der die hier durchgeführten Betrach- 
tangen ausgingen. Außerdem wird man aber die Druck Verteilung 
um so mehr der gleichförmigen nähern können, je stärker man das 
Trttgheitsmoment des Querschnitts der Platte namentlich nach der 
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Mitte hin wählt. Ein Fall dieser Art wird in einer der folgenden 
Aufgaben behandelt. 

Aufgaben. 

41, Aufgabe. Eine Schiene, die hinreichend lang ist, um sie 
als unendlich lang betrachten zu können, ist ihrer ganzen Länge nach 
satt auf den Erdboden aufgelegt und wird in der Mitte durch eine 
Einzellast P belastet. Nach wdchem Gesetze verteilt sich der Druck 
auf den Boden? 

Lösung. Wir legen hier besser das Koordinatensystem so, daß 
die Abszissen x von der belasteten Stelle aus nach rechts hin zählen. 
Dadurch wird an der Gültigkeit der Gl. (135) und (136) und der 
daraus folgenden nichts geändert. Folglich bleibt auch Gl. (140) un- 
mittelbar anwendbar, und es handelt sich nur noch um die Bestimmung 
der Integrationskonstanten aus den Grenzbedingungen. Ftu: x=^oo muß 
y verschwinden, daher müssen die Konstanten 0^ und C, hier gleich 
Null gesetzt werden. Für a? = wird femer der Symmetrie wegen 

-j^ =■ 0, und daraus folgt Cg = C^. Zunächst bleibt also die Gleichung 
der Kurve ^ _ C,(r^' {cos ax + sin ax), 

und für die Druckverteilung hat man nach Gl. (138) 

j> «= Ä Cg e"" "* (cos aa? -f- sin ax). 

Das Gesetz, nach dem sich der Druck der Länge nach verteilt, ist 
hiermit schon gegeben. Man erkennt zunächst, daß p auch negativ 
wird, nämlich sobald x bis über den Wert 

angewachsen ist xmd weiterhin wieder. An der Stelle a? = — ist der 

Faktor e""** auf 0,094 des Wertes 1 an der Stelle x *» gesunken, 
und er nimmt dann weiterhin schnell ab. Wir wollen annehmen, daß 
das Gewicht der Schiene hinreiche, um an den Stellen, wo p nach 
der Formel negativ wird, ein Abheben der Schiene von dem Boden 
zu verhindern oder auch, daß die Schiene an dem Boden befestigt ist. 
Wir können dann die vorher abgeleitete Gleichung überall als gültig 
betrachten. Der unbekannte konstante Faktor kC^, der noch darin 
vorkommt, hat die Bedeutung des Druckes Pq an der Stelle x ^ 0. 
Um diesen zu ermitteln, beachten wir, daß 
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sein muß. Die andere Hälfte der Last P kommt nämlich auf di€ 
nach links gelegene Schienenhälfte. Setzt man p in diese Gleichung 
ein und integriert, so wird 

»00 OD 

\ pdod =-l>o / c"""'(cosaa5 + sinaa?)da?— jpJ e""***cosaaj «^ 



ta;=-i>o / c"""'^cosaa5-t-smaa?;da?— jPq e 


"*cosaaj 








Demnach wird 





während a durch Gl. (141) bestimmt ist. Damit kennt man den Druck 
an jeder Stelle, vorausgesetzt, daß die Bettungsziffer A;, das Trägheits- 
moment des Schienenquerschnitts, der Elastizitätsmodul E und die 
Last P gegeben sind. 

42. Aufgabe. Eine Stange atis Flußeisen von 80 cm Länge und 
quadraiisdiem Querschnitte von 6 cm Seite liegt satt auf dem Erdboden 
auf und trägt in der Mitte eine Last von 1000 kg. Wie groß ist der 
Ih-ucJc, den die Stange in der Mitte und an den Enden auf den Erd- 
boden ausübt und me groß ist die Beanspruchung des Eisens, wenn 
der Boden unter einer Belastung von 1 hg auf 1 qcm eine elastische 
Einsenkung von 0^25 mm erfährt? 

Lösung, Für den linken Ast der elastischen Linie benutzen 
wir wieder Gl. (140); den Ursprung des EoordinatenBjstems lassen 
wir mit dem linken Ende der Stange zusanmienfallen. Wir können 
dann ohne weiteres die in den GL (142) und (143) ausgesprochenen 
Grenzbedingungen benutzen. Dazu kommt, daß ftLr a; »- a »» 40 cm 

der Symmetrie wegen t^ =" sein muß. Dies liefert die Bedingungs- 
gleichung 

Ci(fn, -«h) + ^2(»»i +*»4) - ^t^^ + »»4) + C4.{^t-^d - 0. 

Hiermit lassen sich die übrigen Konstanten in einer davon ausdrücken. 
Um dies auch numerisch sofort ausführen zu können, berechnen wir 
zunächst a nach Gl. (141). Man hat hier 

® - Ti" " 12 "* ^^® ®^ ' 

kcr 
und für Flußeisen setzen wir JS7 = 22 • 10* — ^ . Die Konstante k ist 

Cxu 

durch GL (138) eingefEQirt. Denken wir uns auf 1 cm Länge der 

6 ksr 
Stange einen Druck von 1 kg/cm* übertragen, so wird j) — -^ und 
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die zugehörige EinseDkung y naoh den Angaben der Aufgabe gleich 

0,25 mm, daher ist Ä =» — « 240 — ,. Für a hat man daher 
' ' y cm' 




kR 
240- ^ 



4 • 23 • 10» -^, . 108 cm* 

cm' 



cm* r^r^e^^A 1 

— 0,0224 cm-^ 



Für aa ergibt sich hieraus aa ^^ 0,896, fem er 
e«« « 2,450, e-«« - 0,408, cog ca - 0,625, sin aa - 0,781 

und daher auch 

Wj = 1,530, Wj = 1,912, w, =» 0,255, m^ — 0,319. 

Die Gleichungen zwischen den Konstanten C lauten also jetzt 

— 0,382 C, + 3,442 C, - 0,574 C^ — 0,064 G^ - 0, 

aus denen folgt: 

Ci - 4,73 C;; C, - C^; C, - 2,73 C^. 

Die Gleichung der elastischen Linie schreibt sich daher jetzt 

ymnC^[ 4,73 e** cos eix + «"' sin ax + 2,73 c"«* cos ax 

+ e""* sinaa?} 

und für den auf die Längeneinheit bezogenen Druck p hat man 
p = ÄC^f 4,73 e"* cos ax + c"* sin aa? + 2,73 c""* cos ca? 

+ 6" "* sin «a: } . 

Die Bedeutung des konstanten Faktors TcC^ vor der Klammer folgt 
daraus sofort: für a; » nimmt der Ausdruck in der Klammer den 
Wert 7,46 an, man hat also 



7,46 



Für rr a- a, also für die Mitte des Stabes, sei der Druck p mit 
p^ bezeichnet. Die Formel liefert dafür 

^a - ^{M3mi + m, + 2,73m8 + m^\ 

oder nach Einsetzen der für die m gefundenen Werte 

p^ « l,36i)o. 
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Damit ist zunächst ermittelt, in welchem Verhältnisse der Dmck 
p von der Mitte aus nach den Enden des Stabes hin abninunt. um 
die absoluten Beträge zu finden, machen wir, wie bei der Torigen 
Aufgabe Ton der Bedingung Gebrauch, daß die Summe aller Druck- 
kräfte auf den Erdboden gleich der Last von 1000 kg sein muß. 
Dazu wäre es yoUständig ausreichend, das Druck Verteilungsgesetz 
weiterhin durch ein anderes, etwa durch ein parabolisches zu ersetzen, 

das mit dem gefundenen in dem Verhältnisse ^-^ übereinstimmt, da 

es sich ja nur um eine Näherungsrechnung handelt. Es steht aber 
auch nichts im Wege, die Integrationen an dem Ausdrucke fOr p un- 
mittelbar auszuführen. Man findet 

a a 

aß"' cos axdx =• 1,222; ^C^' ^^^ "*^^ "" ö»^^!^ 



a a 

a A""* cos axdx «= 0,532; aCe-"^' smaxdx -= 0,213. 

u 

Hiermit wird aber 

a 
r p, 4,73 • 1,222 + 0.691 + 2,78 • 0,682 + 0.218 
J^^^~T46 Ö;ü22i •^^'^^O 



Als Längeneinheit gilt hier 1 cm, denn a ist in dieser Einheit 
ausgedrückt. Das Doppelte des berechneten Litegrals ist gleich 1000 kg, 
daraus folgt 

j,, -. iö2» _ 10,3 ?S und l>,= 14,0^. 
-^^ 97,4 'cm ■*^<» ' cm 

Hätte man das parabolische Verteilungsgesetz angenommen, also 
gesetzt, so hätte sich ergeben 

a 

ßdx -«^?^ . a - 49,6 j>o, 



also nicht viel mehr wie bei der genaueren Rechnung. Wir wollen 
daher das parabolische Verteilungsgesetz bei der Berechnung des 
Biegungsmoments M^ in der Mitte zugrunde legen. Man findet dann 

a 

Jf^ - /(a - x)i,d« - -e»^« a» - 5?^ a» - ^'i^ a» 
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oder nach Einsetzen der Zahlenwerte 

M^ — 9560 cm kg 

und hiermit die Beanspruchung des Materials 

eJJf, 6. 9560 ^^^ ^ 

Übrigens hätte M^ ohne Schwierigkeit auch mit Hilfe der Beziehung 

ermittelt werden können. 

43. Aufgabe, Em Stab von der Länge 2a liegt satt auf dem 
Boden auf und wird in der Mitte mit V belastet. Der Querschnitt ist 
ein Bechteck von überall gleicher Breite, dessen Höhe aber nach der 
Mitte zu in solcher Art anwachsen soU^ daß das Trägheitsmoment 
überall proportional dem Biegungsmomente M ist. Man soll das Ge- 
setz der DrucJcverteihmg ermitteln und angeben^ wie die Qt^erschrntts- 
höhe nach der Mitte hin anwachsen muß, damit die Bedingung der 
Aufgäbe erfüMt wird. 

Lösung. Die Gleichung der elastischen Linie läßt sich hier in 
der Fonn ^.^ ^ 



dx* E0 



— C 



anschreiben, in der c eine Konstante ist, die unbestimmt bleiben muß, 
weil keine Angabe tlber den Proportionalitätsfaktor von M und B 
gemacht ist. Durch Integration folgt 



«« 



du 
Für X » a muß -^ =^0 sein, und daraus folgt J^ » ca. Man findet 

a X 

also ck 

p^ky =^ kK^ + — (2ax — a?*). 

Das Dmckyerteilungsgesetz ist also hier genau parabolisch; fCbr den 
Druck am Ende und in der Mitte hat man 

und daher auch 

wie bei der vorigen Aufgabe; daher ist auch wie dort 

3 ^^2' 
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und hieraus folgt 

Wenn c und Je gegeben sind, kennt man hiermit die genaue Gestalt 
der elastischen Linie. Für das Biegangsmoment im Abstände x vom 
Ende folgt: 



TLf 

und hieraus S mit Hilfe der Beziehung ß = -^ • Mit 6 ist auch 
die Höhe des Querschnitts als Funktion von x bestimmt. 



Siebenter Abschnitt. 

Die Festigkeit ron ebenen Platten, die am ganzen Umfange 

unterstfitzt sind. 



§ 50. Genauere Theorie der kreisförmigen Platte mit 

symmetrischer Belastung. 

Als Belastung nehme ich hier entweder eine Einzellast is 
der Mitte oder einen gleichförmig über die ganze Fläche ver- 
teilten Druck an; obschon die Aufgabe in ganz gleicher Weise 
auch fOr eine andere Lastverteilung gelöst werden kann^ wenu 
diese nur symmetrisch ist, d. h. wenn sie in gleichen Abstanden 
von der Mitte ringsum gleich ist. 

Ferner setze ich Toraus, daß auch die Stützung der Platte 
am Bande überall in der gleichen Weise erfolgt, und zwar ent- 
weder so, daß die Platte am Rande eingeklemmt ist, oder so, 
daß sie &ei aufliegt. Der letzte Fall ist im Gegensatze zur 
Biegungstheorie des Balkens schwieriger zu behandeln, als der 
andere. Bei der frei aufliegenden Platte beteiligen sich näm- 
lich auch die über den Auflagerkreis hinausreichenden Teile 
der Platte an der Kraftübertragung, und es ist daher keineswegs 
gleichgültig, um wieviel die Platte übersteht. Ich werde indessen 
annehmen, daß sie nur wenig übersteht, so daß die Spannungen 
in dem überstehenden Teile unberücksichtigt bleiben können. 

Von vornherein ist klar, daß die Untersuchung in einer 
gewissen Verwandtschaft mit der Biegungstheorie des Balkens 
steht. An die Stelle der elastischen Linie tritt hier die elastische 
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Fläche^ in die die Mittelebene der Platte durch die Formände- 
rung übergeführt wird. Wie früher beim Balken nehmen wir 
aD^ daß die Ordinaten y der elastischen Fläche, Ton der ur- 
sprünglichen Lage der Mittelebene an gerechnet, klein bleiben. 
Der Symmetrie wegen hängt y nur Ton dem Abstände x Yon 
der Symmetrieachse (d. h. von der im Mittelpunkte der Mittel- 
ebene zu dieser errichteten Senkrechten) ab; die elastische Fläche 
ist also eine ümdrehungsfläche. Dann sollen auch die etwa 
parallel zur Mittelebene auftretenden elastischen Verschiebun- 
gen von Punkten der Mittelebene gegenüber den Ordinaten y 

vernachlässigt wer- 
den, wie es schon 
beim Balken gesche- 
hen ist. 

Dann ist noch 
eine Voraussetzung 
über die besondere 
Art der Formände- 
rung erforderlich, 
die der Bemouilli- 
schen Annahme ent- 
spricht, daß die 
Querschnitte des 
Balkens bei der Bie- 
gung eben bleiben. Wir setzen als hinreichend genau zutreflPend 
voraus, daß alle Punkte der Platte, die vorher auf einer zur 
Mittelebene senkrecht gezogenen Geraden lagen, auch nach der 
Formänderung noch auf einer Geraden liegen, die der Symme- 
trie wegen die Symmetrieachse der Platte schneiden muß 
(wenn sie nicht parallel zu ihr bleibt). Ein ringförmig um die 
Symmetrieachse gezogener zylindrischer Schnitt soll also durch 
die Formänderung nur in eine Kegelfläche übergehen können. 
Nach diesen Festsetzungen müssen wir, wie es früher beim 
Balken geschehen ist, zunächst einen Ausdruck für die Längen- 
änderungen aufstellen, die bei der Biegung eintreten, und daraus 
einen Schluß über die Spannungsverteilung ziehen. In einem 




Abb. 69. 
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Funkte^ der den Abstand x von der Symmetrieachse und den 
Abstand e von der Mittelebene hat (vgl. Abb. 69); treten Deh- 
nungen in tangentialer und in radialer Richtung auf; die wir 
mit B^ und a^ bezeichnen. Der durch den Punkt gehende Ereis 
v'om Radius x hat sich nämlich wegen der Neigung q>, die die 
Normale zur elastischen Fläche gegen die Symmetrieachse an- 
genommen hat; um den Betrag z^ vergrößert. Der Neigungs- 
winkel 9 wird als hinreichend klein Torausgesetzt; um den 
Bogen an Stelle des Sinus nehmen zu können. In demselben 
Verhältnisse wie der Radius wächst auch der umfang eines 
EreiseS; und hierdurch kommt die bezogene Dehnung s^ in 
tangentialer Richtung zustande. Man hat daher 

*.-?• (147) 

Um die Dehnung in radialer Richtung zu ermitteln; ziehe 
ich im Abstände dFo; eine zweite Normale zur elastischen Fläche. 
Der Winkel zwischen beiden Normalen ist mit dq> zu bezeichnen. 
Die durch den Punkt ss gehende Faser ist zwischen beiden Nor- 
malen um zd(p länger geworden; als die Faser in der Mittel- 
ebene ; die unverändert blieb. Die bezogene Dehnung b^ folgt 
daraus durch Division mit der ursprünglichen Länge dx, also 

*r-^- (148) 

Zwischen den Dehnungen und den in beiden Richtungen 
gehenden Normalspannungen 6^ und 6^ bestehen nach dem 
Hookeschen Elastizitätsgesetze; das wir als gültig voraussetzen; 
die Gleichungen 

Durch Auflösen nach 6^ und 6^ erhält man daraus 

"t - ini—iy^ ^t + O ; «r = ,;i?— [(»» «r + 0, (149) 
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oder nach Einfahrung der Werte für die Dehnungen aus den 
öleichnngen (147) und (148) 



ihE 



m 




Die Spannungsverteilung längs einer Noi-malen hefolgt 
daher sowohl fär tf^ als fOr 6^ ein lineares Gesetz^ d. h. die 
Spannungen sind den Abstönden Ton der Mittelebene propor- 
tional. 

Nachdem diese Ausdrücke für die Spannungen ermittelt 
sind, untersuchen wir das Gleichgewicht eines Plattenelementes. 

Zu diesem Zwecke denke 
^A< da*-^> ^^^ ich mir durch die Symme- 

trieachse zwei Meridian- 
ebenen gelegt, die einen 
beliebigen unendlich klei- 
nen Winkel da mitein- 
ander bilden. Zwischen 
beiden Ebenen lege ich 
ferner zwei zylindrische 
Schnitte mit den Radien 
-., X und X + dx. Hierdurch 
dcc wird das in Abb. 70 in 
■-- Aufriß und Grundriß ge- 
zeichnete Plattenelement 
abgegrenzt. An den vier 
Schnittflächen treten zu- 
nächst die Spannungen 6r und 6^ auf, die sich an jeder Schnitt- 
fläche zu einem Kräftepaare zusammensetzen lassen. Außerdem 
kommen aber an den zylindrischen Schnittflächen noch die 
Schubspannungen t vor, durch die die Last im mittleren Teile 
der Platte nach dem Auflager übertragen wird. Wir haben 
eine Gleichung aufzustellen, durch die die Bedingung für das 
Gleichgewicht aller dieser Kräfte an dem Plattenelemente zum 
Ausdruck gebracht wird 

Zunächst fasse ich die Spannungen 6, ins Auge. Zu jedem 
Flächenelemente dF des einen Meridianschnittes gehört ein 




^r 



^r 




^ 



Abb. 70. 
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Flächenelement des anderen^ in dem die Spannung (f^ ebenso 
groß ist. Die Richtnngslinien beider Kräfte ö^dF schneiden 
sich in der Symmetrieebene des Plattenelementes^ und ich will 
mir beide an diesem Angriffspunkte zu einer Resultierenden 
vereinigt denken. Diese fällt selbst in die Symmetrieebene, und 
sie hat die Größe tf^dF • da. In der Symmetrieebene lassen 
sich alle diese Kräfte, die zu den yerschiedenen Flächen- 
elementen dF eines Meridianschnittes gehören, zu einem resul- 
tierenden Kräftepaare vereinigen, dessen Moment leicht fest- 
gestellt werden kann. Für einen auf der Mittelebene gelegenen 
Momentenpunkt hat nämlich die Kraft ö^dFda das Moment 
öfZdFda, und im ganzen ist daher, mit Berücksichtigung vou 

01(150), ^E ä r 

Mom. der tf^ = dajö^zdF^- da T_i (^~ + ^) h^dF. 

Das hier noch vorkommende Integral ist das Trägheitsmoment 
der Meridianschnittfläche und daher 



/' 



z^dF^dx^ 



Damit erhalten wir schließlich 

Mom. der 6, « jj^ ' ^' (^| + sl) ^^^^- (1^^) 

JHier muß noch eine Bemerkung über das Vorzeichen beigefügt 
werden. Die Ordinaten z rechnete ich nach abwärts positiv. 

Wenn 9 mid ^ positiv sind, treten im unteren Teile Zug- 
spannungen 6^ auf, und die Resultierende solcher Zugspannungen 
in beiden Meridianschnitten hat in der Symmetrieebene des 
Plattenelementes den Pfeil nach der Plattenmitte hin gerichtet, 
wie er in Abb. 70 eingetragen ist. Oben, d. h. bei negativem 
Zy kehren sich die Richtungen um, und das aus den Spannungen 
6f resultierende Kräftepaar sucht das Plattenelement entgegen- 
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu drehen. Daher ist der in öl. (151) 
festgestellte Wert des Momentes später mit negativem Vor- 
zeichen in die Momentengleichung einzuführen. 

Jetzt komme ich zu den Spannungen 6^. In der Schnitt- 

Pöppl, Festigkeitslehre. 6. Anfl. 17 
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fläche^ die zam Radius x gehört^ bilden die Spannungen 6^ ein 
Kräftepaar, dessen Moment sich mit Rücksicht auf GL (150) zu 

berechnet. Das Integral ist das Trägheitsmoment eines Recht- 
eckes von der Breite xda und der Höhe A; der vorige Aus- 
druck geht daher über in 

Dazu kommt das Eräftepaar der Spannungen 6^ an der gegen- 
überliegenden Schnittfläche ; das den entgegengesetzten Dreh- 
sinn hat. Es kommt also nur auf den Unterschied zwischen 
beiden Momenten an. Dieser Unterschied ist das Differential 
des vorausgehenden Ausdrucks, das einem Anwachsen des 
AbstandcB x um dx entspricht. Durch Ausführung der Differen- 
tiation finden wir 

Mom. aUer ff, - ^^ ^l{mx^ + m^ ^^^^ dxda. (152) 

In bezug auf das Vorzeichen ist zu bemerken^ daß bei 

positivem y und -^ die Spannungen 6^ in der unteren Hälfte 

Zugspannungen sind und daß das Kräftepaar im Schnitte x 
daher entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. Im Schnitte 
X + dx dreht es also im Uhrzeigersinne. Wenn 4&s vorher 
berechnete Differential positiv ist; gibt es denmach ein im 
positiven Sinne drehendes Moment an^ d. h. Mom. aller 6^ ist 
ohne Yorzeichenwechsel in die Momentengleichung einzuführen. 
Endlich führen auch noch die Schubspannungen zu einem 
KräftepaarC; dessen Moment berechnet werden muß. Hier 
müssen wir nun eine nähere Bestimmung darüber 
treffen; für welche Belastung die Rechnung weiter 
durchgeführt werden soll, während alle vorausgehenden 
Betrachtungen bei jeder symmetrisch verteilten Belastung in 
Gültigkeit bleiben. Wir wollen jetzt annehmen ; daß die Be- 
lastung in einem gleichförmig über die Fläche der Platte ver- 
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teilten Dracke p auf die Plächeneinlieit bestehe. Dieser Fall 
liegt z. B. Yoi; wenn ein Z jlinderdeckel einem Flüssigkeitsdrucke 
ausgesetzt ist. — Zur Berechnung der übertragenen Scherkraft 
denken wir uns einen ringförmigen Schnitt mit dem Halb- 
messer X geführt. Der dadurch nach innen hin abgegrenzte 
Teil der Platte trägt dann eine Belastung von der Größe 

und ihr muß durch die Scherkräfte im Ringschnitte das Gleich- 
gewicht gehalten werden. Auf den zwischen die beiden 
Meridiansohnitte mit dem Zentriwinkel da fallenden Teil des 

Ringschnittes kommt davon der Bruchteil ^ y so daß also an 

dem Plattenelemente im Schnitte x die Scherkraft 



2 



da 



übertragen wird. Im Schnitte x + dx ist die übertragene 
Scherkraft um ein Differential größer, so daß der Unterschied 
der auf das Plattenelement selbst kommenden Belastung enir 
spricht. Bei Feststellung des Momentes kommt es aber auf 
den Yon höherer Ordnung unendlich kleinen Unterschied nicht 
an^und wir haben 

Mom. der t -= -^ dadx, (153) 

Das Vorzeichen dieses Momentes ist; wie schon ein Blick 
auf Abb. 70 lehrt, positiv. 

Das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen Drehung 
erfordert, daß die algebraische Summe aller dieser Momente 
gleich Null ist, also 

Mom. der 6^ + Mom. aller 6^ + Mom. der r = 0, 

oder wenn wir die dafür berechneten Werte einführen und zu- 
gleich auf die Bemerkungen über die Vorzeichen achten, 

mE h^ / qp , dw\ , mE h^ / d*w , dm , da>\ 



+^-F - 0- 



17* 
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Die gemeinsamen Faktoren da und dx sind hier schon fort- 
gehoben. Die Gleichung vereinfacht sich weiter zu 






Zur Abkürzung beim Anschreiben der folgenden Formeln 
setzen wir 

so daß also N einen konstanten Wert bezeichnet, der als gegeben 
zu betrachten ist. Die vorige Gleichung geht dann über in 

^S + ^fe-9' + ^^' = 0. (155) 

Man kennt die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung; 
sie lautet 

q> ^aj»+^a; + |, (156) 

worin B und G die beiden willkürlichen Integrationskonstanten 
sind. Durch Einsetzen des angegebenen Ausdrucks in 61. (155) 
überzeugt man sich leicht, daß er diese Gleichung befriedigt, 
und daß er die allgemeinste Lösung bildet, folgt daraus, daß 
er zwei unbestimmte Konstanten umfaßt. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Grenz- 
bedingungen dient zunächst die Bemerkung, daß (p für x ^0 
verschwinden muß. Daher ist C =» zu setzen. Die Kon- 
stante B hängt von der Bedingung ab, der die Platte am Rande 
unterworfen ist. Wir wollen zunächst annehmen, daß 
die Platte eingespannt sei, daß also die elastische Fläche 
längs des Kreises x = r von der horizontalen Ebene, mit der 
die Mittelebene ursprünglich zusammenfiel, berührt wird. Dann 
muß (p auch für x ^ r verschwinden, und aus 

^r'+Br 

o 

N 
folgt B = -g- r^. Wir kennen jetzt q> vollständig, nämlich 

9 = f (r»a. - a^) - '-^^P (r'x - X»). (157) 
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Nach den GL (147) und (148) findet man hiermit auch die 
elastischen Dehnungen und damit die Beanspruchung des 
Materials. Durch Einsetzen erhält man 

s^^^(r^^x')0', fi^»y(r«-3ÄJ«)^. (158) 

In der Mitte der Platte, also für a? — 0, werden s^ und s^ ein- 
ander gleich^und zwar gleich -«-♦''^. Dies war auch von vorn- 
herein zu erwarten, denn dieselbe Dehnung, die für einen 
Meridianschnitt als s^ zu bezeichnen ist, d. h. die zu dieser 
Meridianebene senkrecht steht, gilt hier für einen anderen 
Meridianschnitt, der in der Richtung der Dehnung gelegt ist, 
als 6^. Nach außen zu (bei wachsendem x) nehmen sowohl s^ 

als 6^ ab; am Bande wird Sf zu Null und f^ — — -x-*"^^^ *^^ 

dem Absolutbetrage nach doppelt so groß als in der Mitte. Am 
Rande tritt also die größte Beanspruchung des Materials auf; 
man hat zu erwarten, daß der Bruch der Platte durch die 
Bildung eines ringförmigen Risses längs des Auflagers ein- 
geleitet wird. Betrachtet man, wie es gewöhnlich geschieht; 
die reduzierte Spannung als Maß für die Beanspruchung des 
Materials, so findet man für diese aus £,, nachdem darin 

a? =» r und ^ =■ "ö gesetzt ist, durch Multiplikation mit dem 

Elastizitätsmodul E 

tfred-^T -g"» \^t ■^i?^0,68j?^furm^-3-- (159) 

Die Spannungen ö^ und 6^ kann man nach den Gl. (149) 
oder (150) ebenfalls sofort anschreiben, nachdem g>, bzw. die 
Dehnungen s^ und s^ ermittelt sind. 

Nur die Frage nach der Gestalt der elastischen 
Fläche bleibt jetzt noch zu beantworten. Dazu bemerke ich, 
daß g> zugleich den Neigungswinkel angibt, den die Tangente 
an die Meridianlinie der elastischen Fläche mit der Richtung 
der X-Achse bildet. Mit Rücksicht auf die aus Abb. 69 ein- 
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zusehenden Festsetzungen über die positiven Richtungen hat 
man daher 

Da der Winkel q> klein ist, kann an Stelle der Tangente 
auch der Winkel selbst gesetzt werden; mit Rücksicht auf 
GL (157) hat man daher 

%-^i'^-^'^r (160) 

Durch Integration erhält man daraus 

und die Integrationskonstante G bestimmt sich aus der Be- 
dingung , daß für o; >- r die Einsenkung y zu Null werden 
muß. Dies liefert 

und daher schließlich 

y = g (a;* - 2 r«a;« + r*) - g (a;« - r»)«. (161) 

Von besonderem Interesse ist die Einsenkung, die die Platte 
in der Mitte erfährt, also die Ordinate y für a? = 0. Wir 
wollen sie, wie früher beim Balken, den Biegungspfeil f nennen 
und erhalten 

' 32 
Nach Einsetzen des Wertes von N aus Gl. (154) und mit 

m =» Y 8®^^ ^®® ^^®^ ^ 

§ 51. Fortsetzung für den Fall einer Einzellast P in der Mitte. 

Die Entwickelungen des vorigen Par^aphen bleiben 
gültig bis nach Gl. (152). Die Scherkraft, die in einem ring- 
förmigen Schnitte übertragen wird, ist aber hier gleich P und 
auf den zu dem Plattenelementd gehörigen Teil dieses Schnittes 
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kommt daTon Ptt-' Für das Moment des aus den Seher- 
Spannungen gebildeten Eräfbepaares hat man daher 

Mom. der r •= ^- dadx (163) 

an Stelle von GL (153). Die Momentengleicbung^ die die Be- 
dingung für das Gleichgewicht des Plattenelementes gegen 
Drehen ausspricht^ lautet daher hier 

mE Ä* / q> , d(p\ , mE ä* / d*qf , dtp . dw\ 

woraus man, wie früher, nach Einführung der abkürzenden 

Bezeichnung 

6(m»~l)P .. .. 

für q> die DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung 

^'sS + ^Ä-^+^^-O (165) 

erhält. Auch die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung 
ist bekannt; sie lautet 

9)--|a;lga; + ^«+§, (166) 

wie man sich durch Einsetzen leicht überzeugt. Die Integra- 
tionskonstante G muß wieder gleich Null gesetzt werden, da- 
mit tp in der Mitte zu NuU wird, und für B erhält man, falls 
die Platte am Rande eingespannt ist, aus der Bedingung 
g? «= für a; = r 

Damit geht Gl. (166) über in 

•P^l^lgJ- (167) 
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Aus den Gl. (147) und (148) erhält man für die bezo- 
genen Dehnungen 

«.-l^igj; ^.= |^(igj-i)- (168) 

.Für x^O werden diese Ausdrücke unendlich groß, d. h. 
die Platte müßte zerbrechen, wenn es möglich wäre, den 
Druck P in einem einzigen Punkte zu konzentrieren, wie es bei 
Ableitung der Formeln vorausgesetzt war. In Wirklichkeit 
wird sich aber die Belastung immer auf eine kleine Flache 
verteilen und die 61. (168) sind daher zur Berechnung der 
Beanspruchung des Materials in der Mitte unbrauchbar. Für 
das Verhalten der Platte am Bande ist es dagegen gleich- 
gültig, ob die Last genau oder nur angenähert in der Mitte 
konzentriert ist; wir können also die Formeln zur Berech- 
nung der Beanspruchung am Umfange benutzen. Mit x *>= r 

erhalten wir «^ = und «^ = — ^ ^^ also ist dort mit ^ = «^ 
und w «= "ä" 

Die Beanspruchung am Rande ist also ganz unabhängig vom 
Radius der Platte. 

Um über die tatsächlich in der Mitte zu erwartende Be- 
anspruchung des Materials ins klare zu kommen, nehmen wir 
an, daß sich die Last P über einen kleinen E[reis vom Halb- 
messer a gleichförmig verteile. Die Meridianlinie der elasti- 
schen Fläche setzt sich aus zwei Asten zusanunen, von denen 
der eine von a; == bis a: = a reicht und der Gl. (156) ent- 
spricht, während für den anderen von ä? ■=■ a bis x^r Gl. (166) 
gilt. Für den ersten Ast hat man also 

g> — — y^:* + Bx 

und für den zweiten Ast, wenn man jetzt die Litegrations- 
konstanten mit anderen Buchstaben bezeichnet, 

q> ^xlgx + Dx + ^' 
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Beide Aste müssen sieh ohne Enick aneinanderschließen; zwischen 
den Konstanten JB, D, F besteht daher die erste der beiden 
Oleichungen 

- I^a» + Sa = - -falga + Da + J, 

-H„. + B— |lga_| + i)-|. 

Die zweite Gleichung folgt daraus, daß zu beiden Seiten des 
ringförmigen Schnittes o; — a die Spannung <j^ nach dem Ge- 
setze der Aktion und Reaktion von gleicher Größe sein muß. 

Dazu gehört aber nach 61. (150), daß auch ^ an der An- 

fichlußstelle für beide Aste gleich groß ist. 

Man erhält durch Auflösen nach F und D 

F^^{Na'-^2Q\ 



n 7? Na* , Q , Q^ 
-D = B--4- + f + f Iga. 



Dann muß noch beim zweiten Aste 9? =» sein für a: =- r, also 

O^-^rlgr + Dr + y^ 

Setzt man hier die Werte von F und D ein und löst dann 
die Gleichung nach B auf, so erhält man 

Nun ist noch auf die Beziehung zu achten, die hier zwischen 
N und Q besteht. Der Ausdruck N in GL (154) geht hier, 

weil p =« — j zu setzen ist, über in 
•^ na* ' 

^ 6(m«-l) _P 

^^ "■ m*Eh^ ' %a*y 

und .der Vergleich mit dem Ausdrucke Q in Gl. (164), der 
hier keine Änderung erleidet, zeigt, daß 
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ist. Für die Integrationskonstante B hat man dalier auch 

und schließlich für den ersten Ast (von a? — bis a? ■=■ a) 

^-|,(41gl + ^'-£,> (171) 

Damit sind wir in den Stand gesetzt^ auch die Dehnungen 
und die Beanspruchung des Materials in dem kleinen Mittel- 
stücke anzugeben. Nach den GL (147) und (148) wird nämlich 

Beide Dehnungen nehmen den größten und zwischen beiden 
übereinstimmenden Wert an der Stelle a; = an. Die redu- 
zierte Spannung in der Mitte ist daher 

h, 

oder nach Einführung des Wertes von Q und mit ^ ■=■ -o 



tJxed =* 



Säw' 



Das letzte Glied in der Klammer kann gegen das erste ver- 
nachlässigt werden^ wenn a in der Tat klein gegen r ist; 

hiermit und nach Einführung von m - y wird 

<yred«0,43|lg^. (173) 



Mit der Spannung am Rande würde dies übereinstimmen, wenn 
r-=2,T18..a wäre; wenn a kleiner ist, wird aber das Material 
am meisten in der Mitte beansprucht. Für a ■=- 0,lr z. B. wird 

^xed = 1,00 T^ 



und für a = 0,01 r 

Ä , « 1 Q« _ 



^^red =* 1;98 -j^ 
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Da der ganzen Betrachtung die Annahme zugrunde liegt, 
daß die Plattendicke h klein sei gegen den Radius r der Platte, 
erscheint es genügend, a so klein zu wählen, daß es mit h 
von derselben Größenordnung ist. Am einfachsten geschieht 
dies, indem wir a^h annehmen und daher an Stelle yon 
Gl. (173) 

<yred = 0,43^1g-~ 

schreiben. Diese Formel darf jedoch nur zum Zwecke einer 
ungefähren Abschätzung der Beanspruchung verwendet werden, 
die man etwa zu erwarten hat. 

Schließlich sei noch die Gestalt der elastischen Fläche 
und der Biegungspfeil ermittelt. Dabei ist es nicht nötig, den 
inneren Ast der Meridianlinie besonders zu berücksichtigen, da 
das Gesetz der Meridianlinie längs dieses kleinen Abschnitts 
nicht von merklichem Einflüsse auf den Biegungspfeil sein kann. 
Aus GL (167) schließen wir, wie im vorigen Paragraphen 

Durch Integration folgt daraus 

y-_«£-V + ^'lg^-^ + (7. (175) 

Die Integrationskonstante bestimmt sich durch die Bedingung, 
daß y am Rande verschwinden muß. Daraus folgt 

und man hat 

y^Q^-L-Z^-iflgL. (176) 

Diese Gleichung lassen wir aus dem vorher angegebenen Grunde 
bis zur Mitte hin gelten. Für o; =» nimmt das zweite Glied 
der rechten Seite die unbestimmte Form • oo an; der rich- 
tige Wert ist aber, wie man leicht einsieht, NuU, denn ein 
Logarithmus wächst viel langsamer als der Numerus, zu dem 
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er gehört. Darum wird schon rclga? zu Null für a? — und 
x^ lg X um so mehr. Für den Biegungspfeil f erhalten wir dem- 
nach aus Gl. (176) 

wenn m = y gesetzt wird. Der Vergleich von Gl. (177) mit 

Gl. (162) lehrt, daß der Biegungspfeil viermal so groß wird, 
wenn die Last P in der Mitte konzentriert ist, als wenn sie 
sich gleichmäßig über die ganze Fläche der Platte verteilt. 



§ 52. Portsetzung für den Fall, dafi die Platte am Bande 

frei aufliegt. 

Für den Fall einer gleichförmig verteilten Belastung 
bleiben hier alle Betrachtungen von § 50 bis nach Gl. (156) 
gültig. Die Integrationskonstante G von Gl. (156) ist auch 
hier gleich Null zu setzen; dagegen nimmt die Integrations- 
konstante B in 

(p ^x^ + Bx (178) 

einen anderen Wert an als dort. Vorausgesetzt, daß die Platte 
am Rande nur knapp übersteht, muß dort 6^ zu NuU werden, 
und diese Bedingung gestattet uns, B zu ermitteln. Im anderen 
Falle, wenn die Platte um ein größeres Stück über den Auf- 
lagerkreis hinausreicht, muß noch der äußere Ast der Meridian- 
kurve der elastischen Fläche näher untersucht und zuletzt die 
Bedingung eingeführt werden, daß am Bande der Platte die 
Spannungen in radialer Richtung zu Null werden. Daß 6^ 
hier verschwindet, folgt daraus, daß der ringförmige Schnitt 
die Grenze des Körpers bildet und daß der Voraussetzung zu- 
folge äußere Kräfte an dieser Stelle nicht einwirken. 

Die hier angedeutete Rechnung bietet nun zwar an und 
fär sich keine besonderen Schwierigkeiten, vielmehr kann das 
Gesetz des äußeren Meridianastes leicht aus den Formeln für 
den inneren Ast entnommen werden^ wenn man darin N=^0 
setzt. Immerhin erfordert aber die Durchführung einige Zeit, 
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da man außer j? in GL (178) auch nocli zwei Integrations- 
konstanten für den äußeren Ast aus den Grenzbedingungen 
ermitteln muß. (Zu diesen Grenzbedingungen gehört natür- 
lich auch der stetige Übergang aus dem inneren Aste in den 
äußeren.) Ich sehe deshalb von dieser umständlicheren Be- 
trachtung ab und nehme an^ daß <f^ schon für x ^r (oder 
schon unmittelbar nach x ^ r) verschwinden muß^ weil die 
Platte dort zu Ende ist und keine Auflagerkräfte an der ring- 
förmigen Schnittfläche übertragen werden. ' 
Für tf^ hat man nach Gl. (150) 

Der Elammerwert muß also für x^r Terschwinden. Nun iat 
nach Gl. (178) 

-^ + l = -(3'«+l)¥+'(m + l)B. 
Für x^=^r hat man daher die Bedingungsgleichung 

womit die Konstante B ermittelt ist. Hiermit geht Gl. (178) 
über in 

"-K^'-— «•)• (18«) 

Für die Dehnungen b^ und b^ erhält man 

'.-f •(^''-')^ '.-fK^-'-M- (181) 

Die größte Dehnung tritt in der Mitte auf; man hat dort 

^ ^ 8 w+ 1 ' 

und daraus folgt für die reduzierte Spannung^ wenn man den 
Wert von ^ aus Gl. (154) einführt, ^ -= -ö ^^^^d schließlich noch 

m = -g- setzt: 
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Im Gegensätze zu der Platte mit eingeklemmtem Rande wird 
hier das Material in der Mitte am meisten angestrengt; der 
Bruch wird also von hier aus beginnen. Die Beanspruchung 
wird hier im Verhältnisse 87 : 68 ■=- 1,28 mal größer an der 
ungünstigsten Stelle als im früheren FaUe. 

Um noch den Biegungspfeil zu berechnen, setze ich wieder 

woraus durch Integration folgt 

Für rc — r muß y verschwinden; daraus erhält man die Inte- 
grationskonstante C 

Wenn in öl. (184) x^O gesetzt wird, erhält man y ^ C, 
d. h. die Integrationskonstante C gibt zugleich den Biegungs- 
pfeil f an. Setzt man den Wert von ^ ein und später auch 

noch ^ = "ö"' ®^ ^^^^ daher 

Der Biegungspfeil wird also hier, wie ein Vergleich mit 
61. (162) lehrt, etwas mehr als viermal so groß als bei ein- 
geklemmtem Bande. Bei Versuchen über das Verhalten kreis- 
förmiger Platten bei gleichförmiger Belastung kann die Wirk- 
samkeit einer Einspannung am Rande am besten dadurch be- 
urteilt werden, daß man den Biegungspfeil mißt und ihn mit 
den Formeln (162) und (185) vergleicht. 

Schließlich soU auch noch eine frei aufliegende Platte be- 
trachtet werden, die eine Einzellast in der Mitte trägt. Dabei 
will ich mich aber auf die Ermittelung der Gestalt der ela- 
stischen Fläche und die Berechnung des Biegungspfeiles be- 
schränken, da im anderen Falle die etwas weitläufige Unter- 
suchung von § 51 wiederholt werden müßte, ohne daß ein 
besonderer Gewinn dabei herauskäme. 
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Daß die Platte am Rande eingespannt sei, setzte ich in 
§ 51 erst nach der Ableitung von öl. (166) voraus, um die 
Eonstante B zu ermitteln. Ich habe also hier auszugehen von 
der ÖL (166) 

(p^ — fxlgx + Bx, 

denn G ist auch hier gleich Null zu setzen. Wie im Eingange 
dieses Paragraphen haben wir zur Bestimmung von B die Be- 
dingung zu benutzen^ daß für ^ =» r der Ausdruck 

d(p , qj 
ax ' X 

verschwinden muß. Setzt man den hier gültigen Wert von tp 
ein, so erhält man 



m 



und die örenzbedingung liefert 
Damit wird nun 

Das Negative davon ist gleich ^ zu setzen, und die Inte- 
gration liefert 

Für X ^r muß y wieder zu Null werden; daraus folgt für die 
Integrationskonstante C 

^ 2 U ^ w + l 2/ 

Dies ist zugleich der Wert von y für ir = 0; also der Biegungs- 
pfeil. Nach Einsetzen von Q aus öl. (164) und mit m = y 
erhält man daher 

. __ 3(m-l)(3m+l) Pr* ^ - . Pr* .. r.r.. 

Der Biegungspfeil wird also bei dieser Belastung für die 
frei aufliegende Platte, wie ein Vergleich mit öl. (177) lehrt, 
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etwa 2^/^mBl so groß als bei unwandelbar fest eingespanntem 

Rande. 

Anmerkung. Nachdem durch Gl. (187) die Einsenkung y an 
jeder Stelle für eine in der Mitte angreifende Last dargestellt ist, 
kann man nach dem Maxwellschen Satze von der Gegenseitigkeit der 
Verschiebungen umgekehrt auch den Biegungspfeil in der Mitte für 
jede beliebige Lastverteilung, die nicht symmetrisch zu sein braucht, 
angeben. Man hat dafür 

qdFy 



ffi 



Q 



zu bilden, wo q die beliebig gegebene Flächendichte der Last an dem 
Flächenelemente dF und die Integration über die ganze Plattenfläche 
auszudehnen ist. Für y ist der aus Gl. (187) zu entnehmende Aus- 
druck einzusetzen. 

§ 53. Bachsohe Näherungstheorie für kreisförmige Hatten. 

Dieselbe Aufgabe, die in den vorhergehenden Paragraphen 
eine genauere Untersuchung erfahren hat, soll jetzt noch ein- 
mal auf einfachere Art behandelt werden. Bei vielen Aufgaben 
über die Festigkeit von Platten wird nämlich eine genauere 
Untersuchung nach dem Muster der vorhergehenden, falls sie 
überhaupt durchführbar ist, zu verwickelt, als daß man für 
den praktischen Gebrauch darauf zurückgreifen könnte. Man 
ist dann auf eine mehr schätzungsweise Berechnung angewiesen. 
Wie man zu diesem Zwecke vorzugehen hat, erkennt man aber 
am besten, wenn man das Näherungsverfahren zuerst für einen 
Fall entwickelt, mit dessen Einzelheiten man sich vorher schon 
durch eine eingehende Betrachtung bekannt gemacht hat. 

Wir wollen uns die Platte als frei aufliegend vorstellen. 
Dies rechtfertigt sich dadurch, daß bei dieser Auflagerung, wie 
wir uns vorher überzeugten, eine größere Anstrengung des 
Materials zustande kommt, als bei einer Einspannung am Rande, 
Da man nun gewöhnlich im Zweifel sein wird, bis zu welchem 
Grade sich die Einspannung als wirksam erweist, ist es zweck- 
mäßig, bei der Berechnung den ungünstigeren Fall zugrunde 
zu legen. Man nimmt auch in der Tat bei der Berechnung 
von Balken, die an den Enden eingespannt sind, sebr häufig 
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ä'r 



y///> y//. y/x///y///yy/////////// 



keine Rücksicht auf diesen Umstand, weil man unsicher dar- 
über ist, ob die getroffenen Vorkehrungen wirklich ausreichen, 
um ganz kleine Winkeldrehungen der Stabenden zu verhüten. 
Durch die frei aufliegende Platte (Abb. 71) denke man 
sich einen Meridianschnitt AB gezogen und betrachte das 
Gleichgewicht der in dem Schnitte übertragenen Spannungen 
mit den an der linken Hälfte der Platte angreifenden äußeren 
Kräften. Schubspannungen sind der Symmetrie wegen in 
dem Meridianschnitte nicht zu er- 
warten, und die Normalspannungen 
sind die in den vorausgehenden Para- 
graphen mit 6^ bezeichneten. Alle 
Normalspannungen für die ganze 
Schnittfläche lassen sich zu einem 
Kräftepaare zusammenfassen, gerade 
so, wie etwa die Spannungen in dem 
Querschnitte eines auf Biegung be-^ 
anspruchten Balkens. Nehmen wir 
ferner an, daß die Platte eine gleich- 
förmig verteilte Belastung zu tragen 
hat, so läßt sich die davon auf die 
eine Plattenhälfte entfallende zu 
einer Resultierenden 12 zusammen- 
setzen, die durch den Schwerpunkt der Halbkreisfläche geht, 
von der Größe 

wenn die Buchstaben die frühere Bedeutung behalten. Von 
äußeren Kräften kommen dann noch die längs des Auflager- 
kreises übertragenen Auflagerkräfte in Betracht. Der voll- 
ständigen Symmetrie wegen müssen diese gleichförmig über 
den ganzen Umfang verteilt sein. Die an der einen Platten- 
hälfte angreifenden Auflagerkräfte denken wir uns ebenfalls 
zu einer Resultierenden iJ' vereinigt. Diese geht dann der 
gleichförmigen Verteilung wegen durch den Schwerpunkt des 
Halbkreisbogens, und sie ist ebenso groß, aber entgegengesetzt 

Föppl, Featigkeitalehre. 5. Aufl. 18 
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gerichtet wie die von der Plattenhälfte aufgenommene Be- 
lastung. Alle äußeren Kräfte des einen Plattenstücks sind da- 
mit auf ein Eräftepaar zurückgeführt^ das mit dem Eräftepaare 
der Spannungen im Gleichgewichte stehen muß. Das Moment 
des Kräftepaares der äußeren Kräfte wollen wir, wie früher bei 
der Untersuchung des Balkens, als das Biegungsmoment M be- 
zeichnen. Es ist gleich dem vorher festgestellten Werte der 
Belastung der Plattenhälfte multipliziert mit dem Abstände der 
beiden Schwerpunkte, die als Angriffiipunkte der beiden Kräfte 
des Paares dienen. 

Der Schwerpunkt eines Halbkreisbogens hat den Abstand 
-— und der Schwerpunkt der Halbkreisfläche den Abstand g- 
von dem Durchmesser. Der Abstand beider Schwerpunkte von- 
einander ist daher gleich g— ; mit r ist der Radius der Platte 
bezeichnet. Demnach ist das Biegungsmoment 

und ebenso groß muß das Moment der Spannungen <y^, oder 
wie wir sie hier der Kürze halber nennen wollen, der Span- 
nungen 6 sein. 

Bis dahin ist die Betrachtung durchaus streng und ein- 
wandfrei; man kann sie aber in so un tadelhafter Weise nicht 
zu Ende führen, weil man von vornherein nicht wissen kann, 
nach welchem Gesetze sich die Spannungen 6 mit der Ent- 
fernung X von der Plattenmitte ändern. Die früheren Unter- 
suchungen sollen zur Ergänzung dieser Lücke nicht benutzt 
werden, da die Bachsche Näherungstheorie ganz selbständig 
vorgeht. Jedenfalls kann man aber eine untere Grenze für die 
größte Kantenspannung finden, die mindestens erreicht werden 
muß. Man setze nämlich willkürlich voraus, daß die Span- 
nungen 6 unabhängig von x seien. Die Verteilung der Span- 
nungen über den Meridianschnitt gleicht dann vollständig jener^ 
die für den Querschnitt eines auf Biegung beanspruchten Balkens 
gilt. Daher kann auch zur Ableitung der Kantenspannung aus 
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dem Biegungsmomente unmittelbar die für den Balken mit 
rechteckigem Querscimitte bekannte Formel 

^ 6M 

benutzt werden. An Stelle von h tritt hier der Durchmesser 2r 
der Platte, während h stehenbleiben kann, da wir mit diesem 
Buchstaben ohnehin schon die Dicke der Platte bezeichnet 
hatten. Nach Einsetzen von M aus GL (189) folgt daher 

<T-i)g. (190) 

Dies ist nun freUich nur eine untere Grenze fiir die in 
Wirklichkeit zu erwartende größte Spannung 6, denn wenn 
die Kantenspannungen in verschiedenen Entfernungen von der 
Mitte verschieden groß sind, müssen sie notwendig an einigen 
Stellen größer, an anderen kleiner sein als der berechnete 
Durchschnittswert. Ehe man in die Anwendung von Gl. (190) 
hinreichendes Vertrauen setzen kann, muß man sich daher auf 
irgendeine Art ein Urteil darüber verschaffen, ob der Über- 
schuß des größten Wertes über den Durchschnittswert nicht 
so erheblich ist, daß die Berechnung nach Gl. (190) zu ganz 
groben Fehlem führt. Es ist ganz gerechtfertigt, wenn man 
dazu Versuche über die Festigkeit solcher Platten zu Hilfe 
nimmt. Man kann dann etwa so vorgehen, daß man an Stelle 
7on Gl. (190) 



schreibt, wo nun ri ein Erfahrungskoeffizient ist, von dem von 
vornherein bekannt ist, daß er jedenfalls größer als 1 sein 
muß. Herr v. Bach hat in der Tat die Anwendbarkeit seiner 
Formel auf dem Wege des Versuches nachgewiesen, und es 
zeigte sich, daß es genügt, ri gleich 1 zu setzen, die Abwei- 
chung von diesem kleinsten Werte, der überhaupt in Frage 
kommen kann, also zu vernachlässigen. 

Natürlich bleibt ein solcher Versuch immer nur für solche 
Bedingungen beweiskräftig, die mit den Bedingungen des Ver- 
suches ganz oder nahezu übereinstimmen. Unter anderen Ver- 
ls* 
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hältnissen, die nicht besonders geprüft sind, könnten die Ab- 
weichungen leicht größer werden. Es ist daher angenehm, daß 
wir hier in der Lage sind, die Bachsche Formel (190) mit der 
aus der genaueren Theorie abgeleiteten zu vergleichen. In 
§ 52 ist die Spannung fS^ nicht berechnet; wir können dies 
aber leicht nachträglich tun. Nach den Gl. (150) ist nämlich 

und nach 61. (180) werden in unserem Falle fp und sein Dif- 
ferentialquotient durch die Ausdrücke 

ä.x"" 8 lm + 1 / 

dargestellt. Setzt man dies ein und macht a? « 0, um die 
größte Spannung 6^ in der Mitte zu erhalten, ebenso ;8r=»— , 
so findet man „^^, n N ,^ ^ ,, , 

Mit dem Werte von N aus Gl. (154) und schließlich mit 
m = y geht dies über in 

3(3w+l) r* ^ c^. r* /in-iN 

Damit ist die Größe der Abweichung des Wertes aus 
Gl. (190) von der genaueren Formel für die größte Spannung 6^ 
festgestellt. 

Geht man von der Annahme aus, daß die Bruchgefahr 
von der reduzierten Spannung abhänge, so ist übrigens die 
Näherungsformel (190), nach der die Beanspruchung des Ma- 
terials unmittelbar bemessen werden soll, nicht mit Gl. (191}, 
sondern mit Gl. (182) 

(Jred = 0,87i?^, 



r« 



zu vergleichen, und es zeigt sich, daß die Anstrengung des 
Materials sogar noch kleiner ist, als sie von der Näherungs- 
formel angegeben wird. 
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Freilich ist nach der Mohrschen Theorie der Material- 
beanspruchung, die mit den Erfahrungstatsachen besser über- 
einstimmt als die Bemessung nach den reduzierten Spannungen, 
die Bruchgefahr hier, wo es sich um ein Zusammenwirken 
von Spannungen des gleichen Vorzeichens handelt, unmittelbar 
nach dem Werte von 6^ zu beurteilen. Andererseits ist aber 
auch von der Berücksichtigung einer Einspannung am Rande 
ganz abgesehen, während sich bei den gewöhnlichen Befesti- 
gungsarten wenigstens eine teilweise Einspannung geltend 
machen wird. In der Begel wird es daher gar keinem Be- 
denken unterliegen, nach 61. (190) zu rechnen. 

Falls die frei aufliegende Platte eine Einzellast P in der 
Mitte trägt, hat man für das Biegungsmoment 

,-- P 2r Pr 

M. trz, ~ , s» 

und die Spannung c wird nach dem Näherungsverfahren 

wenn man den Berichtigungskoeffizient rj, der eigentlich eben- 
so wie im vorigen Falle noch beizufügen ist, ebenfalls gleich 
1 annimmt. 



§ 54. Näherangstheorie für die gleichförmig belastete 

elliptische Platte. 

Hier wird die Aufgabe schwieriger, weil man nicht von 
vornherein anzugeben vermag, wie sich der Auflagerdruck längs 
des Umfangs verteilt. Um einen Anhaltspunkt dafür zu ge- 
winnen, denke man sich die elliptische Öffnung durch zwei 
sich rechtwinklig kreuzende Stäbe AB und CD (Abb. 72) von 
gleichem Querschnitte überdeckt. In der Mitte sollen diese 
Stäbe miteinander verbunden sein, oder man kann sich anstatt 
dessen auch das Kreuz ABCB aus der Platte selbst aus- 
geschnitten denken, wie es in der Zeichnung angedeutet ist. 
Nach den Lehren des dritten Abschnitts kann man leicht be- 
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reclinen^ wie groß die Auflagerkiufte sind, die an den vier 
Stützpunkten Ä, B, (7, D übertragen werden, wenn die Stäbe 
irgendwie gegebene, also z. B. gleichförmig verteilte Lasten 
tragen. (Man yergleiche z. B. Aufgabe 22.) Auch ohne diese 

I Rechnung durchzuführen, erkennt 

man bereits, daß der Auflager- 
druck bei C und D größer sein 
muß als bei A und jB, weil der Stab 
AB der größeren Spannweite wegen 
yiel biegsamer ist als der kürzere 
Stab CD. Wenn eine Einzellast im 
> Kreuzungspunkte der Stäbe aufge- 
bracht wäre, müßten sich z. B. die 
Anteile, die von beiden Stäben auf- 
genommen würden, wie aus der 
Lösung von Aufgabe 22 hervorgeht, 
umgekehrt wie die dritten Potenzen 
der Stablängen oder der Halbachsen 
a und h verhalten. Nicht so groß ist 
der Unterschied zwischen den Auf- 
lagerkräften bei der gleichförmig verteilten Belastung, die von 
der Platte in Wirklichkeit getragen wird. 

Freilich kann diese Betrachtung nicht dazu dienen, das 
Verhältnis der Auflagerkräfte, die bei der elliptischen Platte 
an den Enden der Durchmesser A B \mi CD übertragen werden, 
genauer zu berechnen. Bei der Platte wird der Streifen AB 
nicht nur von dem mittleren Querstreifen CD gestützt, sondern 
auch noch von einer Reihe anderer, die man sich zu beiden 
Seiten von CD und parallel zu CD hinzugefügt denken muß. 
Andererseits sind auch diese Querstreifen CD nicht von dem 
Längsstreifen AB allein belastet, sondern auch von anderen, 
die neben diesem parallel zu ihm gezogen sind. Die genaue 

Lösung kann daher nur durch eine verwickelte Betrachtung, 
und zwar durch Integration einer partiellen Differentialgleichung 
gefunden werden. Ln 5. Bande ist dies näher besprochen; hier 
genügt es aber, wenn man sich nur klar darüber geworden ist. 




Abb lt. 
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daß der Auflagerdruck der gleichförmig belasteten elliptischen 
Platte jedenfalls am kleinsten an den Enden der großen Achse 
ausfallen muß und daß er von da aus nach den Endpunkten 
der kleinen Achse hin zunehmen wird. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß die Ellipse sehr lang- 
gezogen, die Achse AB also sehr viel größer sei, als die kleine 
Achse CD. Dann kann in dem Streifen CD und den sich 
beiderseits an ihn anschließenden mittleren Teilen der Platte 
die Steifigkeit oder der Biegungswiderstand der Platte in der 
Längsrichtung AB gegen den in der Querrichtung GD ver- 
nachlässigt werden. Die Platte wird sich, wenigstens in diesen 
mittleren Teilen, nahezu so verhalten, als wenn sie durch eine 
Reihe von Schnitten parallel zur kleinen Achse in eine Schicht 
nebeneinander liegender Balken GD usf. getrennt wäre. Für 
diesen Fall läßt sich daher die Beanspruchung in der Platte 
ohne weiteres auf die eines einzelnen Balkens GD zurück- 
fahren, der ohne Zusammenhang mit den übrigen Teilen der 
Platte steht und die auf ihn treffende Last selbständig auf- 
zunehmen hat. In der Tat macht sich hier nur insofern ein 
Unterschied geltend, als der Balken GD an jenen Stellen seines 
Querschnitts, die gezogen sind, gleichzeitig eine Verkürzung 
der Quere nach, an den gedrückten dagegen eine Querdehnung 
erfahren würde, die in der Platte durch den Zusammenhang 
mit den benachbarten Streifen verhindert oder wenigstens er- 
schwert wird. Dies kann aber nur zur Folge haben, daß die 
Platte widerstandsfähiger ist als der einzelne Balken, und da 
es uns jetzt nur darauf ankommt, die Beanspruchung unter 
den ungünstigsten Voraussetzungen zu ermitteln, wollen und 
dürfen wir von diesem Unterschiede absehen. 

Bezeichnet man die willkürlich gewählte Breite des Bal- 
kens GD mit c, so trifi't auf ihn die Oberfläche 26c der 
Platte und daher die Last 2h cp. Das Biegungsmoment in der 
Mitte ist 

n/r Ol. 26 6« 

M = zbcp • -g- =- cp-^' 

Die Biegungsformel für den Balken liefert daher die Kaiiten- 
spannuDg 
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<"--^f-^Pki' (193) 

Die Streifenbreite c ist aus der Formel wieder fortgefallen, wie 
man von vornherein erwarten mußte. — Zugleich ist auch klar, 
daß man hiermit in der Tat die größte in der Platte zu er- 
wartende Spannung gefunden hat, denn ein Streifen, der in der 
Richtung AB herausgeschnitten wäre, würde zwar in der Mitte 
denselben Biegungspfeil' aufweisen wie (72); wegen der größeren 
Spannweite wäre er aber viel weniger gekrümmt als CD. Von 
dem Krümmungshalbmesser hängen aber die spezifischen Längen- 
änderungen der äußersten Fasern ab, und daher sind auch die 
Spannungen in CD am größten. Diese sind also jedenfalls 
am größten im mittelsten Querschnitte des Balkens CD, oder 
mit anderen Worten in dem längs der großen Achse AB ge- 
zogenen Querschnitte der Platte. Längs der Linie AB muß 
man daher auch den Bruch der Platte bei entsprechender 
Steigerung der Belastung erwarten. Dies wurde auch durch 
Versuche v. Bachs bestätigt. 

Wenn die Ellipse weniger langgestreckt ist, als bisher 
angenommen wurde, kommt eine Entlastung der Balken CD 
durch die Längssteifigkeit der Platte und hiermit eine Ver- 
minderung der Spannung 6 zustande. Tm allgemeinen gibt 
daher 61. (193) die Spannung und damit die Bruchgefahr zu 
groß an. Geht die Ellipse in einen Kreis über, so können 
wir nach den vorigen Paragraphen 

^-P^^-P^ (194) 

setzen, und je mehr sich die Ellipse dem einen oder dem 

anderen Grenzfalle nähert, um so mehr wird sich auch die in 

Wirklichkeit auftretende größte Spannung dem einen oder 
anderen der durch die Gleichungen (193) und (194) gegebenen 

Werte nähern. 

Im allgemeinen Falle wird man daher setzen können 

<y-«-l?^; (195) 

wo nun a ein Faktor ist, von dem man zunächst nur weiß, 
daß er gleich 1 wird für 



i 
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und gleich 3 für 



a 



a 



Man denke sich für ledes andere Achsenverhältnis — das zu- 

gehörige a gefunden und a als Funktion von — durch eine 

Kurve dargestellt. Solange man nichts Näheres über die 
wirkliche Gestalt dieser Kurve weiß, von der wir nur die 
beiden Endpunkte kennen, liegt es für den Zweck einer ersten 
ungefähren Abschätzung am nächsten, sie zwischen diesen 
Punkten als geradlinig vorauszusetzen. Die lineare Funktion 

von — -, die den beiden Bedingungen an den Grenzen genügt, 
lautet 

a ' 

und wenn man dies in Gl. (195) einsetzt, erhält man als 
Näherungsformel für die gleichförmig belastete elliptische Platte 

Mehr als eine ungefähre Schätzung bietet diese Formel freilich 
nicht; gewöhnlich verlangt man aber auch nur eine Abschätzung, 
wenn die Festigkeit elliptischer Platten in Frage kommt, und 
dafür wird die Formel, wie aus der Art ihrer Ableitung her- 
vorgeht, immerhin brauchbar sein. Für die beiden Grenzfälle 
ist sie ohnehin schon verbürgt. 

Anmerkung. Einige Versuche mit gußeisernen elliptischen 
Platten, die bis zum Bruche belastet wurden, sind von v. Bach aus- 
geführt worden. Berechnet man aus diesen die Bruchspannung nach 
Gl. (196), so erhält man Werte, die bis auf 5200 atm hinaufreichen, 
während die an Stäben aus demselben Gußeisen durch einen Biegungs- 
versuch ermittelte und nach der gewöhnlichen Biegungsformel be- 
rechnete Bruchspannung nur 2760 atm betrug. Bei diesem Ver- 
gleiche ist indessen zu berücksichtigen, daß bei der vorhergehenden 
Ableitung die Einspannung des Randes ganz vernachlässigt wurde, 
während bei jenen Versuchen durch die Art der Auflagerung und Ab- 
dichtung bis zu einem gewissen Grade eine Einspannung bewirkt wurde. 
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§ 55. Nähemngstheorie für quadratische und rechteckige 

Platten. 

Die quadratische Platte hat vier Symmetrieebenen, von 
denen zwei parallel zu den Seiten und zwei in diagonaler Rich- 
tung durch die Plattenmitte gehen. Auch die Lastverteilung 
wird als symmetrisch zu diesen vier Ebenen vorausgesetzt. 
Dann können in diesen Ebenen nirgends Schubspannungen auf- 
treten. In der Plattenmitte gilt daher für vier verschiedene 
Schnittrichtungen, daß sie im Sinne der Untersuchungen über 
die allgemeinen Eigenschaften eines Spannungszustandes Haupt- 
schnittrichtungen sein müssen. Das ist aber nur möglich, wenn 
die Spannungen auch noch für alle übrigen Sclmittrichtangen 
Hauptspannungen und unter sich gleich groß sind. 

Da sich voraussehen läßt, daß bei der frei aufliegenden 
Platte die größte Beanspruchung in der Plattenmitte eintreten 
wird, schließen wir demnach, daß der erste kleine Biß, mit dem 
der Bruch beginnt, gleich gut in jeder Richtung durch die 
Mitte gehen kann. Wie sich der Riß nachher weiter fortsetzt, 
ist eigentlich gleichgültig für den Zweck imserer Betrachtung. 
Nach den "Versuchen v. Bachs verlief er in diagonaler Richtung. 
Zur Berechnung der größten Spannung, die der Rißbil- 
dung vorausgeht, können wir einen Schnitt in beliebiger Rich- 
tung durch die Plattenmitte legen; am 
einfachsten gestaltet sich aber die Be- 
trachtung für einen Schnitt in diagona- 
ler Richtung. Abb. 73 zeigt die Platte im 
Ghrundriß, wobei die Plattenhälfte, deren 
Gleichgewicht untersucht werden soll, 
schraffiert ist. Die Quadratseite ist 2 a, 
die Diagonale = 2a]/2 mit d bezeichnet. 
Für den Fall einer gleichförmigen Last- 
verteilung, den wir hier voraussetzen 
wollen, ist die Belastung der ganzen 
Platte 4ca^p, die der Plattenhälfte daher 2a^j), und auf jeden der 
vier Ränder kommt ein Auflagerdruck a*p. Dieser ist jedenfalls 




Abb. 7S. 
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symmetrisch über den Plattenrand verteilt^ so daß die Resul- 
tierende aller Auflagerkräfte für einen Plattenrand durch die 
Mitten bei A oder B in Abb. 73 hindurchgeht. Beide Auf lager- 
krüfte lassen sich dann noch weiter zu einer Resultierenden tsu- 
sammenfasseU; die im Punkte G in Abb. 73 angreift. Die Resul- 
tierende aller Lasten geht dagegen durch den mit D bezeichneten 
Schwerpunkt des Dreiecks. Alle äußeren Kräfte an der Platten- 
hälfte lassen sich daher zu einem Kräftepaare zusammenfassen, 
dessen Moment 

^ 12 6 

gefunden wird. Die Biegungsspannung 6 erhält man nach der 
gewöhnlichen Biegungsformel für einen Balken^ wenn man yon 
der Zufügung eines Berichtigungskoeffizienten absieht zu 

also ebenso groß wie bei einer kreisfönuigen Platte vom Halb- 
messer a. 

Auch für rechteckige Platten, die von der quadratischen Form 

nicht viel abweichen, wollen wir einen in der Richtung der Diagonale 

geführten Schnitt als den gefährlichen Bruchquerschnitt betrachten. 

Die Bechteckseiten bezeichnen wir mit 2 a und 2 h, die Diagonale mit 

e^ und die zu (2 gehörige Höhe des Dreiecks, das die eine Hälfte des 

Rechtecks bildet, mit c. Wie sich nun auch der Auflagerdruck über 

die Hechteckseiten verteilen mag, jedenfalls konunt auf die beiden 

Katheten des Dreiecks der Auflagerdruck 2p ab und die Resultierende 

c 

c 

pahc 



hat den Abstand -r- von der Diagonale. Der Abstand des Dreiecks- 

c 
Schwerpunkts ist — und daher das Biegungsmoment 



3 

Die Biegungsspannung wird daher 

6M _ ahc 

Da C(2 »» 4a&, und ci^ =» 4a^-f 46* ist, geht dies über in 

<' = 2i'sr^.4i-i'^.- (198) 
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Eine rechteckige Platte, deren Langseite weit größer ist als 
die Schmalseite, verhält sich so wie eine elliptische Platte von dem- 
selben Achsenverhältnisse. Wir können daher Gleichung (193) 

auch für die Berechnung der sehr langgestreckten rechteckigen Platte 
benutzen. 



Aufgaben. 

4l4:, Aufgabe, Eine frei aufliegende hreisßrmige, gußeiserne 
Platte von "beliebigem Durchmesser hat 2 cm Stärke. Wie groß darf 
eüne auf eine Meine Fläche in der Mitte verteilte Belastung sein, tvenn 
man eine nach dem Näherungsverfahren in § 53 berechnete Biegungs- 
Spannung des Gußeisens von 200 atm als zulässig ansieht? 

Lösung, Man braucht nur die Zahlenwerte in Gl. (192) ein- 
zusetzen. Man findet 

p » i^ =. |. . 2« . 200 - 837 kg. 

Auf den ersten Blick erscheint es vielleicht auffällig, daß der 
Durchmesser der Platte gleichgültig ist, denn bei einem Stabe spielt 
die Größe der Spannweite eine Hauptrolle. Bei der Platte ist es 
aber deshalb anders, weil in demselben Verhältnisse, in dem bei 
größerer Öffnung die Hebelarme wachsen, auch die Breite des Quer- 
schnitts zunimmt, über den sich die Biegungsspannungen verteilen. 

Bei gleichförmiger Verteilung über die ganze Platte dürfte die 
Last dreimal so groß sein, wie aus dem Vergleiche von Gl. (192) 
mit 61. (190) hervorgeht. 

Anmerkung, Da die Größe des Auflagerkreises gleichgültig 
ist, kann es auch nichts ausmachen, wenn sich der Auflagerdruck 
auf mehrere konzentrische Auflagerkreise verteilt. Wenn die Platte 
auf einen nachgiebigen Boden gelegt ist, bleibt daher die zulässige 
Belastung P ebenso groß als vorher. Auch die Tragft.higkeit der 
Eisdecke eines Teiches oder Flusses kann nach derselben Formel 
berechnet werden, falls man die zulässige Spannung a des Eis- 
materials kennt. 

45. Aufgabe, Eine Platte von großer Ausdehnu/ng trägt (wie 
g. B, die Feuerbüchsenplatte eines Lokomotivkessels) eine gleichförmig 
verteilte Belastung p wnd ist in gleich weit voneinander entfernten 
Beihen von Stützpwnkten aufgelagert. Man soll die Biegungsbeanspru- 
chu/ng der Platte äbschäteen! 



Aufgaben 
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Lösung. In Abb. 74 ist ein Teil 
der Platte gezeichnet; die Stützpunkte 
sind durch kleine Kreise hervorgehoben. 
Auf eine Stütze trifft die Belastung 



und ebenso groß ist daher auch der Auf- 
lagerdruck auf jede Stütze. Man kann 
nun auch uns gekehrt diesen Stützen- 
druck als die Belastung des zugehörigen 
Plattenstücks und die gleichförmig ver- 
teilten Lasten als die dadurch hervor- 
gerufenen Auf lagerkräfte ansehen. Dann 
gleicht der Fall innerhalb des Bezirks^ 
der auf eine einzelne Stütze trifft, dem 
in der vorhergehenden Aufgabe behan- 
delten. Mit Rücksicht auf die Ausführungen in der Anmerkung kann 
daher die BieguDgsbeanspruchung der Platte nach Gl. (192) zu 




Abb. 74. 



a — 



nh' 



eingeschätzt werden. — Es mag vielleicht sein, daß diese Schätzimg 
etwas zu hoch gegriffen ist. Ich glaube aber kaum, daß sie sehr weit 
von der Wahrheit abweicht, was ich gegenüber einer anderen Ein- 
schätzung, die ich für viel zu niedrig halte, hier noch ausdrücklich 
betonen möchte. 

Anmerkung, Ein Kohlenbunker, der im Grundrisse ein lang- 
gestrecktes schmales Rechteck bildet, bestehe aus Seitenwänden in 
Mauerwerk imd eisernen Ankern, die in gewissen Abständen verteilt 
sind, um die Längswände zusammenzuhalten. JNachdem der iäeiten- 
druck der in dem Bunker aufgeschütteten Kohlen gegen die Wände 
berechnet oder eingeschätzt ist, handelt es sich bei der weiteren Be- 
rechnung um eine Aufgabe von derselben Art, wie sie hier besprochen 
wurde. Die gegebene Lösung kann daher ebenfalls benutzt werden. 
Durch einen praktischen Fall dieser Art, über den ich ein Gutachten 
abgeben mußte, wurde ich darauf aufmerksam gemacht, daß ein Hin- 
weis auf diese Anwendung manchem Leser recht nützlich werden 
könnte. 

46. Aufgabe, Eine quadratische Platte von 2 m Seitenlänge 
und 10 cm Dicke ist an allen vier Seiten gleichmäßig gestützt. Wie 
groß ist nach der Näherungstheorie die Biegungsbeanspruchung durch 
tine Belastung von 12000 kg, die den Ordinaten einer über der Hatte 
errichteten regelmäßigen Pyramide proportional über die Fläche ver- 
teüt ist? 
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Lösung: Eine Diagonalebene zerlegt die Pyramide in zwei 
Tetraeder. Der Schwerpunktsabstand eines Tetraeders von einer 
Seitenfläche ist gleich \ der dazu gehörigen Höhe. Bezeichnet man 
die ganze Belastung mit P und die Diagonale des Quadrats mit d, 
so wird das statische Moment der Belastung der einen Plattenhälfte 
in bezug auf die Diagonale des Quadrats gleich 

P d 

—^ • -'— • 

2 8 

Das statische Moment des Auf lagerdrucks ist ebenso groß, als wenn 
die Last gleichmäßig über die Platte verteilt wäre, also gleich — 
und das Biegungsmoment wird 



2 4 



Jf- 



Pd 
16' 



womit die Biegungsbeanspruchung zu 

8 P 



gefunden virird. 
V 



8 W 



45 



cm' 



4t7. Aufgabe. Eine hreisßrmige 
EisenplaUe von 80 cm Durjchmesser und 
2 cm Dicke liegt am Bande frei auf 
und ist außerdem in der Mitte durch 
einen 8tah unterstützt, der unter einem 
Drucke von 1000 kg eine Zusammen- 
drückung um 1 mm erfährt. Die Platte 
trägt eine gleic^iförmig verteilte Bela- 
stung von 2 kg auf jeden qcm. Wie 
groß ist der Dru>ck P, der von der federn- 
den Mittelstütze aufgenommen tvird^ 
wenn der Elastizitätsmodul des Eisens 
gleich 2.10^ atm und die Poissonsche 
Yerhältniszahl m gleich 3^^ angenom- 
men wird ? Wie hoch ist die Beanspru- 
chung des Materials nach der Nähe- 
rungstheorie einzuschätzen? 

Lösung. Der Biegungspfeil der 
Platte unter einer gleichförmig ver- 
teilten Belastung^} ist beim Fehlen der Mittelstütze nach Gl. (185) gleich 

ZU setzen. Eine nach oben gekehrte Last P bringt dagegen nach Gl. 
(188) eine Durchbiegung nach oben im Betrage von 
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0,55 



Eh 



8 



hervor. Wirken beide zusammen, so entsteht eine nach abwärts ge- 
richtete Durchbiegung, die gleich der Zusammendrückung der Mittel- 
stütze sein muß. Diese Bedingung liefert die Gleichung 

0'^<^ W? - ^'^^ Eh» - lööTk^ • 

Durch Einsetzen der Zahlenwerte und Auflösen nach P erhält man 

P « 1445 kg. 

Für die Bieguugsbeanspruchung findet man nach dem Näherungs- 
verfahren durch Verbindung der GleichuDgen (190) und (192) 

r* 8P ,e. kg 



Achter Abschnitt. 

Die Festigkeit von fiefäfien nnter innerem oder äußerem 

Überdrucke. 



§ 56. Kugelkessel und zylindrische Kessel unter 

innerem IJberdrucke. 

Ich betrachte zunächst einen kugelförmigen Kessel, 
dessen Wandstärke h als klein gegenüber dem innem Halb- 
messer r betrachtet werden kann. Eine Durchmesserebene zer- 
legt ihn in zwei Halbkugeln. Als äußere Kräfte treten an der 
Halbkugel die Druckkräfte der eingeschlossenen Flüssigkeit 
auf die Kesselwand auf. Diese setze ich zu einer Resultierenden 
zusammen. Schon bei der Lösung von Aufg. 33 wurde darauf 
hingewiesen^ daß man die Resultierende von hydrostatischen 
Druckkräften, die gleichmäßig über einen Teil einer geschlosse- 
nen Fläche verteilt sind, durch die Resultierende für den Rest 
dieser geschlossenen Fläche ersetzen kaim. Der Rest ist hier 
die kreisförmige Fläche des Schnittes durch den Innenranm 
des Kessels. Wenn der Flüssigkeitsdruck, in atm ausgedrückt, 
mit p bezeichnet wird, bildet demnach die Resultierende der 
äußeren Kräfte eine Kraft, die durch den Mittelpunkt geht, 
senkrecht zur Schnittebene steht und die Größe 

hat. Dabei ist vorausgesetzt, daß der Druck in der Tat überall 
gleich groß ist, daß also die Druckunterschiede, die durch das 
Gewicht der Flüssigkeit in verschiedenen Höhen bedingt sind, 
vernachlässigt werden können. Bei den praktisch vorkommen- 
den Fällen ist dies fast immer zulässig. 
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Mit dieser äußeren Kraft; müssen die in der Schnittfläehe 
übertragenen Wandspannungen im Gleichgewichte stehen. Der 
Symmetrie wegen sind die Wandspannungen Normalspan- 
uungen <^, nnd längs des ümfanges si^d sie gleichmäßig ver- 
teilt. Aber auch in der Richtung des Radius müssen sich die 
Spannungen 6 nahezu gleichförmig über die Blechdicke ver- 
teilen, um dies zu erkennen^ bedenke man^ daß sich der 
Kessel unter dem Einflüsse des inneren Überdruckes etwas 
ausdehnt; der Radius wächst also etwa von r auf r + ^r. 
Durch diese elastische Dehnimg werden erst die Spannungen 
6 hervorgerufen. Nun kann sich aber der äußere Kesselradius 
nicht merklich weniger dehnen als der innere^ denn der etwaige 
Unterschied würde gleich der elastischen Verkürzung der Wand- 
stärke h sein, und diese ist sicher sehr gering^ da schon h selbst 
klein war. Freilich lehrt diese Überlegung zugleich, daß bei 
Wandstärken, die nicht klein im Vergleiche zum Radius r sind, 
eine gleichförmige Spannungsverteilung tfber die ganze Wand- 
dicke nicht zu erwarten ist und daß daher die hier abzu- 
leitenden Formeln immer nur auf dünnwandige Gefäße ange- 
wendet werden dürfen. 

Für diese aber gestaltet sich die Gleichgewichtsbedingung 
sehr einfach. Der Schnitt durch die Wand hat den Inhalt 
2jcrhy wenn man auf den kleinen Unterschied zwischen dem 
mittleren Radius und dem Innenradius keine Rücksicht nimmt. 
Daraus folgt 

23trh6'^nr^p oder <^ = f^ (199) 

Durch einen gegebenen Punkt einer Kugelfläche kann man 
sehr viele Durchmesserebenen legen, und jeder dieser Schnitt- 
richtungen entspricht dieselbe Normalspannung ö. Nach der 
Mohrschen Theorie der Bruchgefahr gibt der Wert von 6 un- 
mittelbar die Anstrengung des Materials an. Nach der ge- 
wöhnlichen Annahme wird diese dagegen durch die reduzierte 
Spannung gemessen, die sich zu 



«-1, »»-^ ^'•-0,35f (farm=H) (200) 



^xed = — - — <y = 



m m 2h 

F ö p p 1 , FeBtigkeitslehxe. 5. Aufl. 1 9 
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berechnet. — Wo Nietungen vorkommen, muß natürlich bei 
der Berechnung des Kessels auf die dadurch yeranlaßte Schwä- 
chung Rücksicht genommen werden; ebenso auf die etwa in 
Aussicht zu nehmende Verminderung der Wandstärke durch 
Rosten usw. Aus diesen Gründen liefern die für die Bemessung 
der Eesselstärke in der Praxis gebräuchlichen Formeln größere 
Werte, als sie aus Gl. (200) hervorgehen würden. 

Von dem zylindrischen Kessel setze ich voraus, daß 
er nicht zu kurz im Vergleiche zum Durchmesser sei. Die an 
die Eesselböden stoßenden Teile des Mantels sind nämlich mehr 
oder weniger gegen eine Ausdehnung gestützt, und sie nehmen 
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daher geringere Wandspannungen auf als die in der Mitte ge- 
legenen Teile. Dieser Einfluß kann sich aber nur auf eine 
geringe ^trecke hin bemerklich machen, da sich das dünne 
Blech leicht um so viel abbiegt, als dem Unterschiede zwischen 
den Dehnungen jdr in der Mitte und am Ende entspricht. 
Ich betrachte jetzt nur einen aus der Mitte herausgegriffenen 
Streifen von der Länge l in der Richtung der Zylinderachse, 
Diesen zerlege ich noch durch einen Längsschnitt in zwei Halb« 
Zylinder. 

An einem dieser Halbzylinder (Abb. 76) greifen zunächst 
Kräfte an, die parallel zur Achse gehen, nämlich in den beiden 
Querschnitten. Diese stehen unter sich im Gleichgewichte, und 
es ist vorerst nicht nötig, auf sie zu achten. Außerdem müssen 
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die in dem Längsschnitte übertragenen Wandspannnngen, die 
sich auf zwei rechteckige Streifen vom Flächeninhalte hl ver- 
teilen^ im Gleichgewichte mit dem Flüssigkeitsdnicke anf die 
Innenwand stehen. Dieselbe Überlegung wie beim Eugelkessel 
liefert die Gleichgewichtsbedingung 

2hlö^=^2rlp oder <y,-x* (^^^) 

Die Wandspannung a^ in der Bichtung der Tangente an 
den Ereisumfang ist daher beim zylindrischen Kessel doppelt 
so groß als beim Eugelkessel von demselben Durchmesser. 

Für die Spannungen 6^ in der Richtung der Zylinderachse, 
die in einem Querschnitte übertragen werden, gilt dagegen die- 
selbe Gleichgewichtsbedingung (199) wie für den Kugelkessel. 
Für die reduzierte Spannung hat man daher 

<,^ = .,_i.„=i^i.^=.0,85^^(far«. = H). (202) 

Wenn die Eesselböden Halbkugeln bilden, ist ihre Be- 
rechnung schon durch jene des Eugelkessels erledigt. In 
anderen Fällen wird man sie als Kugelhauben ansehen können, 
und man berechnet dann die Wandspannung in ihnen so, als 
wenn sie Bestandteile eines ganzen Kugelkessels von dem be- 
treffenden Halbmesser wären, unter Umständen käme auch, 
wenn die Böden etwa durch ebene gußeiserne Platten gebildet 
sein sollten, die Berechnung nach den Lehren des vorigen Ab- 
schnitts in Betracht. 

Anmerkung. Hierzu muß jedoch bemerkt werden, daß an 
den Übergangsstellen des zylindrischen Kesselteils in die Kesselböden, 
die etwa als Kugelhauben ausgebildet sind, unter dem Einflüsse der 
Belastung nicht nur Dehnungen, die sich gleichmäßig über die ganze 
Blechdicke erstrecken, sondern außerdem auch Verbiegungen auftreten, 
die eine erheblich höhere Materialbeanspruchung herbeiführen können. 
Die Übergangsstelle bildet daher, namentlich wenn der imendlich 
große Krümmungshalbmesser des geradlinigen Teiles des Kessellängs- 
schnittes plötzlich in einen sehr kleinen Krümmungshalbmesser bei 
der ümbördelung des Kesselbodens übergeht, den schwächsten Punkt 
des Kessels. Durch einen allmählichen Übergang aus dem einen 
Krümmungshalbmesser in den anderen kann man die zusätzliche Be- 
anspruchung durch die Verbiegung vermeiden. Näheres hierüber findet 

19» 
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man in einer im Zentralblatte der Bauverwaltung 1903, S. 146 von 
mir veröffentlichten Abhandlung. 



% bl. Bohren von ovalem Querschnitte nnd Bohren von 
kreisförmigem Querschnitte unter äußerem Überdrucke. 

Eine Bohre von ovalem Querschnitte kann genau so berechnet 
werden, wie es im fünften Abschnitte für einen Eing auseinander- 
gesetzt wurde. Der durch Abb. 55, S. 211 dargestellte Fall entspricht 
fast vollständig dem hier vorliegenden; man muB sich nur die Lasten 
gleichförmig über den ganzen Umfang verteilt denken. Die Durch- 
führung der Rechnungen bietet auch keine besonderen Schwierig- 
keiten. Es wäre daher nicht nötig, hier noch näher darauf einzu- 
gehen — um so weniger, als Bohren von ovalem Querschnitte, wegen 
des geringen Widerstandes, den sie einer Yerbiegung entgegensetzen, 
zur Herstellung von Gefäßen, die -einem größeren Flüssigkeitsdrucke 
ausgesetzt sind, nur ganz selten verwendet werden — wenn nicht 
eine Frage von ganz eigener Art dazu führte. Man denke sich näm- 
lich ein ursprünglich genau kreisrundes Bohr durch einen zufälligen 
Umstand in der einen Bichtung etwas elastisch zusammengedruckt, so 
daß der Querschnitt eine längliche Gestalt annimmt. Wenn die Ver- 
anlassung zur Verbiegung wegfällt, geht das Bohr ohne Zweifel wieder 
in seine ursprüngliche Gestalt zurück, wenn es einem inneren Überdrucke 
ausgesetzt ist. Man kann aber im Zweifel sein, ob dies auch zutrifft, 

wenn das Bohr unter einem 
äußeren Überdrucke steht. 
Denn ohne jede Bechnung sieht 
man schon ein, daß ein äußerer 
Überdruck die vorher bewirkte 
Abplattung aufrechtzuhalten 
und noch zu vergrößern sucht. 
Es fragt sich also, ob diese 
Wirkung des äußeren Über- 
drucks oder ob die elastischen 
Kräffce, die dem Bohre die 
ursprüngliche Gestalt zurück- 
zugeben suchen, die Ober- 
hand behalten. Diese prak- 
tisch recht wichtige Frage 
(man denke nur an die Flammröhren der Dampfkessel) erfordert zu 
ihrer Beantwortung eine eingehende Bechnung. 

In Abb. 77 ist eine Hälfte des Bohrquerschnitts gezeichnet, von 
dem ich annehme, daß er nur wenig von der gleichfalls gestrichelt 




Abb. 77. 
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eingetragenen ursprünglichen E^reisform abweiche. Ich nehme femer 
an, daß der Bohrumriß nach der Formänderung zwei zueinander senk- 
rechte Symmetrieachsen besitze, so daß es genügt, die Betrachtung 
auf den einen Quadranten .A^ zu beschränken. Über die besondere 
Gestalt des Rohrumrisses wird dagegen im übrigen keine nähere An- 
nahme gemacht; vielmehr wird sie sich aus der weiteren Untersuchung 
von selbst ergeben. Ich betrachte einen Streifen von der Länge 1 in 
der Richtung der Bohrachse, um die Mitschleppung eines konstanten 
Faktors in allen Gliedern der Gleichungen, der sich nachher doch 
wieder weghebt, von vornherein zu vermeiden. 

Die an der Schnittstelle Ä übertragenen Spannungen lassen sich 
genau so wie bei der bereits in § 43 durchgeführten Berechnung eines 
(nur in etwas anderer Weise belasteten) Ringes durch eine zentrisch 
angreifende Druckkraft pa und ein Biegungsmoment Mq ersetzen, das 
vorläufig unbekannt ist. Auch das Biegungsmoment M an der Stelle 
C erhält man in der schon von früher bekannten Weise zu 

Hierbei ist der Flüssigkeitsdruck auf den Bogenumfang AC durch 
den auf die zugehörige Sehne s ersetzt; p gibt den äußeren Überdruck 
auf die Flächeneinheit an. Aus dem Dreiecke ÄCO folgt 



r* «= 5* H- a* — 2aif, also -^—az « 

Setzt man dies ein, so geht der Wert von M über in 

M^^Mq'-P 



r*-a* 



Nun kann r =» c -|- y und a '^ c -{- Pq gesetzt werden, wobei zu be- 
achten ist, daß alle y kleine Größen sind gegenüber dem Ereishalb- 
messer c imd daß femer y positiv zählen soll, wenn es über den Kreis 
hinaus reicht (so daß also die Strecke y^ in der Zeichnang eineir ne- 
gativen Wert bedeutet). Die vorige Gleichung geht damit über in 

wenn y gegenüber c vernachlässigt wird. 

Für y besteht nach Gl. (114), S. 191 die Beziehung 



*e0 + 5)-±iif. 



Das früher unbestimmt gelassene Vorzeichen yon M richtet sich nach 
den Festsetzungen, die über die Vorzeichen der Momente M und der 
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Strecken y getroffen sind. Man erkennt aus Abb. 77, daß y mit wach- 
sendem X innerhalb des ganzen Quadranten fortwährend zunimmt, daß 

also j^ überall positiv ist; nur an*den Enden des Quadranten bei A 

und bei B hat ^ den Wert Null, weil die deformierte Kurve an 
diesen Stellen eine zur Ereistangente parallele Tangente hat. Hier- 
nach nimmt ^ von Ä aus mit wachsendem x zunächst zu und später 

wieder ab. Solange x nicht zu groß wird, ist daher -r-^ jedenfalls 

€t X 

positiv. An diesen Stellen ist aber auch M positiv, da ein rechts- 
drehendes Moment als positiv angesehen wurde. Wir haben daher in 
Gl. (114) in diesem Falle das positive Vorzeichen zu wählen. Setzen 
wir außerdem den vorher festgestellten Wert von M ein, so erhalten 
wir 

wofür auch 



E& 



^_ ,^ , «... L. . ^^ 
dx* 



(f Jp Ad\ 

pc + -^j y (204) 



gesetzt werden kann. 

Diese Differentialgleichung spricht das Gesetz aus, nach dem 
sich eine Formänderung des ursprünglich kreisförmigen Rohrquer- 
schnittes vollzogen haben muß, wenn die neue Form unter der Ein- 
wirkung der vorhandenen Lasten eine Gleichgewichtsfigur bilden soll. 

Die allgemßine Löaung von Gl. (204) lautet 

y = ^' '^^■^^ +Äsmax + B cos ax, (205) 

in der Ä und B die beiden willkürlichen Integrationskonstanten sind, 
während a eine Konstante ist, die so ermittelt werden muß, daß die 
Lösung richtig ist. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung findet 
man, daß diese durch den angegebenen Ausdruck identisch befriedigt 
wird, sofern man der Konstanten a den Wert 



"-Vm + h (206) 

beilegt. Die Intogrationskonstanten sind aus den Grenzbedingungen 
zu bestimmen. Am Anfange des Quadranten, also für o; «> 0, muß 
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dy 

^ «- und 1/ "^^ Pq werden. Die erste Bedingung liefert -4 =■ und 

aus der zweiten folgt 



, EG 



womit 61. (205) übergeht in 

(E@ \ 

-j-y^ — MA cosaa5 

y rww—^ (207) 

Außerdem muß auch noch am anderen Ende des Quadranten, 
also für 0? = — der Differentialquotient ^ zu Null werden. Diese 
Bedingung liefert 

sin^ — oder ac = 2. (208) 

Der Wert von a hängt nämlich, wie aus Gl. (206) hervor- 
geht, vom äußeren Flüssigkeitsdrucke p ab. Wenn dieser all- 
mählich steigt, ninmit auch a zu. Anfänglich ist der Druck 
nicht ausreichend, um die verbogene Form des Eohrquerschnittes 
aufrechtzuerhalten. Wir sehen jetzt aus Gl. (208), wie groß a und 
daher auch p geworden sein muß, damit die verbogene Form eine 
Gleichgewichtsfigur bilden kann. Die Falle ac =» 4 usf., bei denen 
der Sinus ebenfalls verschwinden würde, kommen daher nicht in Be- 
tracht. Nach Einsetzen von a aus Gl. (206) und Auf lösen nach j9 
findet man aus Gl. (208) den kritischen Überdruck p^ 

J>* - ^ • (209) 

Ist p kleiner als p^^ so kann sich die deformierte Gestalt des 
Rohrquerschnittes nicht aufrechterhalten, sondern die Verbiegung 
wird, sobald die störende Ursache entfernt ist, von selbst wieder 
rückgängig. Umgekehrt wird bei größerem p die Abplattung von 
selbst weiter fortschreiten und zu einem Zusammenbruche des Rohres 
führen. — Für das Trägheitsmoment Q ist noch der Wert einzusetzen. 
Da es sich auf einen Streifen von der Länge 1 in der Richtung der 

Rohrachse bezieht, ist es gleich ^, wenn die Wandstärke des Rohres 

mit h bezeichnet wird, und daher 

P^-T{Tf- (210) 
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Der hier behandelte Fall ist der erste, bei dem ein labiles ela- 
stisches Gleichgewicht bisher vorkam; ähnliche Fälle werden uns 
später noch begegnen, der wichtigste unter allen ist jener, der bei 
der Knickfestigkeit vorliegt. In Anknüpfung daran bezeichnet man 
die hier untersuchte Erscheinung, die jener bei der Kiiickfestigkeit 
genau gleicht, als ein Ausknickeu der Rohrwand. 

Wenn das Rohr nur kurz und an den Enden durch Böden oder 
in anderer Weise versteift ist, kann die hier besprochene Ausknickung 
der Rohrwand nicht zustande kommen. Bei dem Flammrohre eines 
Dampfkessels ist die Länge immer so groß gegen den Durchmesser, 
daß diese Versteifung das Ausknicken des mittleren Teiles nicht zu 
verhüten vermag. Dagegen sucht man in solchen Fällen öfters da- 
durch eine größere Steifigkeit der Rohrwand herbeizuführen, daß 
man in gewissen Abständen Ringe aus Winkeleisen usw. herumlegt. 
In solchen Fällen muß man sich zur Berechnung an Stelle von Gl. 
(210) der Gl. (209) bedienen, indem man den Zuwachs des Träg- 
heitsmomentes durch den Ring auf einen Streifen von der Länge 1 
ausschlägt. 

§ 58. Dickwandige Köhren. 

Der Einfachheit wegen betrachte ich nur den FaU^ daB 
das Rohr einem inneren Überdrucke ausgesetzt ist; für äußeren 
Überdruck gelten die Betrachtungen ebenfalls ^ wenn man nur 
überall die Vorzeichen der Dehnungen und Spannungen umkehrt. 

Aus Symmetriegründen folgt, daß von den drei Haupt- 
achsen des Spannungszustandes für jede Stelle der Rohrwand 
eine parallel zur Rohrachse geht, eine zweite in die Richtung 
des Radius und eine dritte in die Richtung der Tangente an 
den Kreis fällt, der durch den gegebenen Punkt von der Rohr- 
achse aus gelegt werden kann. Um die Spannui^en und Deh- 
nungen in der Richtung der Rohrachse will ich mich jetzt nicht 
kümmern; man kann sie nachträglich ermitteln und in Berück- 
sichtigung ziehen. Wichtiger sind die beiden anderen Haupt- 
spannungen und namentlich die in der Richtung der Tangente 6^, 
denn man weiß schon aus den vorausgehenden Untersuchungen^ 
daß die Bruchgefahr in erster Linie von ihr abhängt. 

Um dieser Behandlung der Aufgabe den geeigneten Aus- 
druck zu geben, setze ich jetzt voraus, daß das Rohr an den 
Enden nicht geschlossen sei und sich in der Richtung der 
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Kohrachse beliebig auadekaen und zusanunenzieben k5nne, 
wihrend zugleich auf die lonenwaad der epezifiscbe Druck p 
ausgeübt wird. Um das Mitschleppen eines über flüssigen 
Faktors zu vermeiden, betrachte ich wieder ein Stück des 
Rohres von der LSnge — 1. 

Unter dem EinflnsBe des inneren Druckes erweitert sich 
das Rohr, und die elastische Vergrößerung, die ein Radius x 
erfährt, der nach ii^ndeinem Teilchen der Robrwand ge- 
zogen ist, sei mit u bezeichnet. Wenn u als Funktion von x 
bekannt wäre, könnte man daraus di« Dehnungen e, und e, in 
der Richtung der Tangente und des Radius und hiermit auch 
die zugehörigen Spannungen e, und e^ berechnen: die Aufgabe 
wäre also gelöst Es wird sich also vor allen Dingen darum 
handeln, diese Funktion u zu bestimmen. 

In Abb. 78 ist ein Querschnitt des Rohres gezeichnet, und 
durch zwei Radien, die den Zentriwinkel 
du miteinander bilden, sowie durch zwei 
ELTeisbögen mit den Halbmessem x und 
x + dx ist ein Fläcbenelement abge- 
grenzt. Diesem FEchenelemente ent- 
spricht ein Volum enelement des Rohres, 
für das wir nachher die Bedingung für 
das Gleichgewicht der daran augreifen- 
äen Spannungen anschreiben werden. 
In Abb. 79 (s. S. 298) ist das Volum- ""■ "' 

element noch besonders herausgezeichnet mit der Angabe der 
daran angreifenden Spannungen. 

Zunächst ist zu bemerken, daß die spezifische Dehnung 
in der Richtung der Tangeute 

;--. (211) 

gesetzt werden kann, denn die Ijänge eines Kreisumfange 
wächst proportional mit dem Radias. Für die spezifische 
Dehnung in der Richtung des Radius erhält man dagegen 

•r-P„ (212) 



\ 



Abb. 79. 
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denn ans dx wird nach der Formändemng dx + du. Man 
sieht sofort ein, daß in Wirklichkeit in der Kichtung des 
Radins eine Verkürzung eintreten ; daß also du und hiermit 
€^ negativ werden muß. Ich lasse indessen die Gleichung in 
der angeschriebenen Form stehen. Die weitere Untersuchung 
muß dann von selbst zu einem negativen Werte von e^ führen. 
Damit hängt es auch zusammen^ daß 6r in Abb. 79 mit einem 
Pfeile eingezeichnet ist, der eine Zugspannung bedeutet. Wenn 
nicht ausdrücklich etwas anderes verabredet wird, haben wir 
die vorkommenden Spannungen zunächst immer als Zugspan- 
nungen und die Län- 
(Te genänderungen als 

Dehnungen zu betrach- 
0-'^^ ten und als solche po- 
sitiv in die Rechnung 
einzuführen. Das Er- 
gebnis der Rechnung 
gibt dann durch das 
schließlich herauskommende Vorzeichen zu erkennen, welche 
der vorkommenden Spannungen in Wirklichkeit Druckspan- 
nungen sind. 

Wie schon früher bei der Theorie der Platten in § 50 
sind auch hier wieder die Spannungen in den Dehnungen aus- 
zudrücken. Nach dem Elastizitätsgesetze ist nämlich 

*'-i(*.-i*r); «r - i (*r - i «*.) 

und durch Auflösen nach 6^ und 6^ erhält man daraus 

oder, wenn man die Werte der Dehnungen aus den GL (211) 
und (212) einsetzt, 

mE / t« du\ mE / du , u\ 

' w' — 1\ aj • dxj^ ^ t»*— 1\ dx ^ x) 
Die Spannungen <y^ in Abb. 79 fassen wir zu einer Re- 
sultierenden zusammen. Auf jeder der beiden Seitenflächen 
haben wir dx • 6^ und wenn wir diese beiden Kräfte mit Hilfe 
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eines Kraftdreiecks zu einer Resultierenden vereinigen, erhält 
diese die Größe 

dxöfdoL 

Nun betrachten wir die Spannungen 6^ Auf der inneren Fläche 

haben sie die Größe 

6^xdcc, 

denn der zum Radius x und zum Zentriwinkel da gehörende 
Bogen ist gleich xda. Gegenüber liegt die Spannung 6^ + dö^, 
die sich über die Fläche (x + dx)da erstreckt. Beide 
Kräfte gehen in entgegengesetzter Richtung; es kommt also 
nur auf ihren Unterschied an, der auch 'unmittelbar als 
Differential des Torausgehenden Ausdruckes ^ also in der 
Form 

j^{6^x)dxda 

angeschrieben werden kann. Wenn 6^ und der Differential- 
quotient positiv sind^ bedeutet dies eine Resultierende, deren 
Pfeil nach außenhin geht. Die Resultierende der 6^ geht da- 
gegen bei positivem Werte von 6^ nach innen. Das Gleich- 
gewicht gegen Verschieben in der Richtung des Radius er- 
fordert daher, daß 

*.-^ (<».*) (213) 

ist. Durch Einsetzen der vorher für die 6 aufgestellten Werte 
geht diese Gleichung zunächst über in 

du d / du 



u .du d / "** I \ 
X '^ dx^^ dx\ dx* / 



und nach Ausführung der Differentiation auf der rechten Seite 
vereinfacht sie sich weiter zu 

•«''lä+^i^-^-O- (214) 

Diese Gleichung stimmt fast genau überein mit der Differential- 
gleichung (155) für die Meridiankurve der elastischen Fläche 
einer kreisförmigen Platte, und in der Tat gleicht auch die 
vorausgehende Entwickelung in vielen Punkten und nament- 
lich in dem ganzen Plane der Untersuchung der damals durch- 
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geführten. Man brancht in Gl. (155) nur N=^0 zu setzen 
und die unabhängige Veränderliche mit u anstatt (p zu be- 
zeichnen, um sie in Gl. (214) überzuführen. Daher gilt hier 
auch das frühere Integral, Gl. (156), in der Form 

u^Bx + ^' (215) 

Es fehlt jetzt nur noch die Ermittelung der Integrationskon- 
stanten B und C, Für u selbst sind hier gar keine Grenz- 
bedingungen vorgeschrieben, wohl aber für <y^, denn für rr = a, 
also an der Innenfläche, muß 6^^—p und für x = h, also 
außen, muß (^^ — werden. Um diese Bedingungen zur Be- 
rechnung der Integrationskonstanten verwerten zu können^ 
muß man zunächst den Ausdruck für 6^ aufstellen. Durch 
Einsetzen von u aus Gl. (215) geht dieser über in 

mE -n mE C 

Zur Abktti'ZQDg wollen wir dafür 

fr'B'-^ (216) 

schreiben. Für die neuen Konstanten JB' und C hat man 
nun die Gleichungen 

aus denen durch Auflösen folgt 

^'-i'j^.; c'~p^^-;^r (217) 

Pur u hat man daher jetzt 
Ferner folgt für 6^ und 6^ 



a' «• -f 6« 



(219) 



Aufgaben 
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Je kleiner x ist^ desto größere Werte nehmen beide Hanpt- 
spannungen an. Das Material wird also am meisten an der 
Innenseite des Rohres beansprucht^ was sich übrigens schon 
auf Grund einer einfachen Überlegung^ die in § 56 angestellt 
wurde, voraussehen ließ. Nimmt man an, daß die Anstrengung 
des Materials von der größten Dehnung, also von <y,ed abhänge, 
so findet man hierfür 



.».-^M...- -^ö. -5^.(=^»'+-+' 



m 



&«). (220) 



Aufgaben. 

48, Aufgabe. Eine biegsame Haut verschließt eine kreis- 
förmige Offntmg und ist einem Überdrucke von der einen Seite her 
ausgesetzt. Man söU die entstehende Ausbauchung und die Spannung 
berechnen. 

Lösung. Die Mittelebene geht in eine Eugelhaube über, deren 
Pfeil f als klein gegenüber dem Halbmesser r der O&ung angesehen 
werden kann (vgl. Abb. 80j. Wenn man den Radius der Kugelhaube 
mit B bezeichnet, hat man nach dem pythagoreischen Satze 



M'^r' + iB- f)\ 



woraus genau genug 



2B 



I 



folgt. Der Winkel, den der äußerste Radius der Kugelhaube mit der 
Symmetrieachse bildet, sei mit q> bezeichnet, dann ist auch, da qf 
klein ist, 

r «» JRsin9? = Eq> 
uud daher 

Der zu (p und zum Radius B gehörige 
Bogen ist gleich Bq>'^ ursprünglich war die 
Länge gleich r, also gleich B sin q>. Hier 
dürfen wir nicht sin (p mit (p vertauschen, 
weil es gerade darauf ankommt, die kleine 
Dehnung, die die Haut bei der Formände- 
rung erfährt, zu berechnen. Bezeichnen wir 
die bezogene Dehnung mit e, so wird 

Bg> — B BixKp 9 — sing? qp' 

6~ * Abb. 80. 




Btp 



9 
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Den letzten Wert erhält man durch Entwicklung der Sinusreihe, 
von der es genügt, die beiden ersten Glieder beizubehalten. Aus der 
Dehnung folgt die Spannung tf in der Bichtung des Meridians. Es 
genügt, wenn wir setzen 

Andererseits müssen aber die Spannungen im Gleichgewichte mit den 
Druckkräften stehen, denen die Haut ausgesetzt ist. Dazu können 
wir uns der Gl. (199) bedienen, da es hierfür keinen Unterschied 
macht, ob die Kugelhaube zu einer ganzen Kugel gehört oder ob sie 
in anderer Weise gestützt ist. Wir haben also auch 

und die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert, wenn wir vorher noch 
beiderseits mit ^ multiplizieren. 



pr E(p 



p^t 



2h 6 > 

woraus 



9 



V Eh 



folgt Man braucht diesen Wert nur in die vorher schon aufgestellten 
Formeln für f und a einzusetzen, um die Aufgabe zu lösen und erhält 






Die Lösung ist freilich nicht streng richtig, weil a nicht nur 
von der Dehnung s in der Bichtung des Meridians, sondern auch von 
der in der Bichtung des Parallelkreises abhängt, über die sich nur 
aussagen läßt, daß sie am Umfange gleich Null ist. Ebenso ist auch 
-nicht sicher, ob die Dehnung e in der Tat über die ganze Fläche hin 
gleich groß ist, wie es bei der Berechnung angenommen wurde. Füj* 
die praktische Anwendung sind die Formeln aber jedenfalls genau 
genug. 

49. Aufgabe. Eine möglichst dünnwandige HohlJcugel wird aus 
Stahl hergestellt, der mit 3003 atm auf Bruch beansprucht werden 
darf In welchem Verhältnis steht das Eigengewicht der Hohlkugd 
eu dem Auftriebe, den die luftleer gemachte Kugel in einer Luft er- 
fährt, von der ein cbm ein Gewicht von 1,3 kg hat? 
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Lösung. Aus Gl. (199) 



pr 
2h 



erhält man mit p = 1 atm, a =- 3000 atm für die mindestens er- 
forderliche Wanddicke h « ^^ . Das Gewicht Q einer Hohlkugel 
von dieser Dicke ist 



Q ™ 4:7tr^hy 



1600 



1600 



7800 % 



wenn man das Gewicht von 1 cbm Stahl zu 7800 kg annimmt. An- 
dererseits beträgt der Auftrieb, wenn man die Kugel als vollständig 

luftleer ansieht, 

4«r» ^3 kg 



J^- 



3 



m 



81 



und hiemach ist das Verhältnis 



Z = 3,0. 

Anmerkung. Die vorausgehende Rechnung lehrt, daß es nicht 
möglich ist, ein Luftschiff dadurch herzustellen, daß man aus einem 
metallischen Gefäß die Luft einfach auspumpt. Auch unter den gün- 
stigsten Umständen kann man die Wand nicht so stark machen, daß 
sie dem äußeren Luftdruck zu widerstehen vermag und zugleich so 
leicht, daß der Auftrieb gleich oder größer wird als das Eigengewicht. 

50. Aufgabe. Ein dünnwandiges Gefäß hat die Gestalt eines 
RotaiionselUpsoides und ist einem inneren Überdrucke ausgesetzt; man 
soll den Spannungszustand der Gefäßwand untersuchen. 

Anmerkung. Ein Ellipsoid und überhaupt j>des Gefäß von 
überall endlicher Krümmung (bei dem also an keiner Stelle einer der 
Hauptkrümmungsradien unendlich groß wird) kann einem inneren 
oder äußeren Überdrucke wider- 
stehen, wenn die Wand auch so 
dünn ist, daß sie keinen merklichen 
Widerstand gegen Biegung leisten 
kann, während ein Zylinder dazu 
im allgemeinen nicht imstande ist. 

Lösung. In Abb 81 ist ein 
Meridianschnitt durch das Ellip- 
soid gezeichnet; die X-Achse sei 
die Eotationsachse. Ich lege zu- 
nächst einen Parallelkreisschnitt 




Abb. 81. 
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AA und betrachte das Gleichgewicht der dadurch abgegrenzten Haube. 

Der Symmetrie wegen sind die Spannungen a^ (wie ich sie nennen 

will) dem ganzen Umfange nach gleichförmig verteilt. Bezeichnet 

man den Winkel, den die Tangente an den Meridianschnitt bei 

dem betreffenden Parallelkreise mit der Rotationsachse bildet mit tp, 

so ist 

a^ • 2nyh • cos 9 — ny^p 

die Gleichgewichtsbedingimg, aus der sich <s^ zu 

berechnet. 

So weit gleicht also das Verfahren vollständig dem bei der Be- 
rechnung des Kugelkessels angewendeten. Um aber auch die Bing- 
spannungen ü^ zu finden, die in einem Meridianschnitte übertragen 
werden, genügt es nicht, das Gleichgewicht der einen Hälfte des Ge- 
fäßes ins Auge zu fassen, weil man nicht wissen kann, wie sich die 

Ringspannungen über 

^ den Umfang des Meri- 

i dianschnittes verteilen. 

<?. ^tr^^^ydr »I. (fr Mail grenze daher (vgl. 

d \ ^ ^*^^^* X '^ W^ <i *^i ^^'^' 82) aus der Kessel- 

— j """■ — N^T wand ein Element ab, 

das zwischen zwei Meri- 
dianschnitten , die den 
^r Winkel da miteinander 

bilden, und zwischen 
zwei Parallelkreis- 
X schnitten, im Abstände 

dx voneinander, liegt. 
An den vier Umfangs- 
Abb. 82. Seiten des Elementes 

wirken die Spannungen 
c^ und (jp und dazu kommt der Flüssigkeitsdruck auf die Mäche des 
Elementes. Die fünf Kräfte müssen im Gleichgewichte miteinander 
stehen; wir brauchen dabei nur auf die Gleichgewichtsbedingung 
gegen Verschieben in der Richtung der Y-Achse zu achten, denn die 
Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben parallel zur Rotations- 
achse ist zur Berechnung von a^ schon verwendet worden. 

Das zwischen beiden Parallelkreisen liegende Element des Meri- 
dians (also das Bogen dement der Ellipse) sei mit ds bezeichnet. Die 
Spannungen ü^ an beiden Meridianschnittflächen geben zusammen die 
Resultierende 

ajids • da 




.(^nid 
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mit dem Pfeile nach unten zu gerichtet. Die Spannung a^ im ersten 
Parallelkreisschnitte (vom Radius y) hat die Größe isjiyda und die 
Komponente ist gleich ajiyda ^incp^ der Pfeil ist nach außen gekehrt. 
Entgegengesetzt gerichtet ist aber die Komponente am zweiten Parallel- 
kreisschnitte. Der unterschied zwischen beiden Komponenten ist das 
Differential des vorhergehenden Ausdruckes, also 

^ {(S^y sin (p)hdadx , 

und bedeutet eine nach abwärts gekehrte Kraft. Der Flüssigkeits- 
druck auf die Fläche endlich hat die Komponente 

pdsyda Qo^tp oder pydadXj 

die nach außenhin gewendet ist. Die Gleichgewichtsbedingung lautet 
demnach, wenn man mit da * dx dividiert und vorher den Wert von 
0f einsetzt, 

woraus man mit dx ^» ds cos q> 

ff, = {cos,,(y-A(|!tg<p)) 

erhält. — Bis dahin gilt die Betrachtung für jede beliebige Gestalt 
des Meridianschnittes. Nachträglich kann man aus der Ellipsen- 
gleichung 

a* ^ 6« -^ 

den Winkel q> mit Hilfe der Beziehung 

x dy 

4 

in den Koordinaten ausdrücken und durch Einsetzen in den vorb er- 
gehenden Ausdruck a^ als Funktion von x darstellen. 

51. Aufgabe. Die Berechnung der Spannungen eines dünn- 
wandigen ringförmigen Gefäßes von kreisförmigem Querschnitte, das 
unter einem inneren Überdrucke steht, soll in allgemeinen Umrissen 
angegeben werden, 

Lösung. Ein Schnitt mm (Abb. 83) senkrecht zur Rotations- 
achse trifft die Gefäßwand nach zwei Kreisen. Wenn man nun aber 
auch aus Sjmmetriegründen schließen kann, daß die Spannungen G^ 
längs des Umfanges jedes dieser Kreise gleichförmig vei-teilt sind, so 
sind sie doch sicher im inneren Kreise verschieden von denen längs 

Föppl, FestigkeitBlehre. 6. Anfl. 20 
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des äußeren Kreises, und man kommt daher mit der Betrachtung des 
Gleichgewichtes des oben abgeschüittenen Teils nicht aus. Deshalb 
denken wir uns den oberen Teil noch durch einen Ringschnitt nn in 
zwei Hälften geteilt. In diesem Bingschnitte treten nur horizontal 
gerichtete Kräfte auf; wir können daher eine Gleichgewichtsbedingung 
für Verschieben jeder Hälfte in vertikaler Richtung aufstellen, in der 
das zugehörige a^ als einzige Unbekannte auftritt. So hat man für 

r 




Abb. 88. 



den nach außenhin liegenden Teil unter Benutzung der in die Ab- 
bildung eingeschriebenen Bezeichnungen 

a^2n{x + a)Ä cosqp =^ pnUa + ^^ — orj , 

woraus mit Berücksichtigung der Beziehung cos 9? = — 

r 2a-\-x * 

folgt. Nachdem die Spannungen <s^ bekannt sind, können die Ring^ 
Spannungen genau auf die Art wie bei der Lösung der vorigen Auf- 
gabe ermittelt werden. 

5J3. Aufgabe. Wie stark muß die Wand eines Flammrohres 
von 80 cm Durchmesser gewählt werden, wenn der äußere Überdruck 
10 atm beträgt und fimf fache Sicherheit gegen Ausknicken verlangt wird? 

Lösung, Der kritische Überdruck ist nach Gl. (210) 

E /Ä\« 
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Wir setzen in diese Gleichung, der verlangten fünffachen Sicherheit 
wegen, j?^ «= 50 atm, r =» 40 cm und E ^ 2 - 10« (für Schweißeisen) 
ein und lösen sie nach h auf; wir erhalten 

Ä » .ff . 40f ,J|: » i,8,e cn.. 

Bei Anwendung von Versteifungsringen kann h schwacher ge- 
wählt werden; es muß nur dafür gesorgt werden, daß die Ringe nicht 
zu weit auseinander sitzen und daß das Trägheitsmoment des Ver- 
steifungsringes das Trägheitsmoment des Blechs von der berechneten 
Stärke h auf eine Länge, die gleich dem Abstände der Versteifungs- 
ringe voneinander ist, mindestens ersetzt. 

53. Aufgabe. Mm soll die in § 58 für die dickwandigen 
Röhren gegebene Eechnung auf den FäU eines kugelförmigen Gefäßes 
von größerer Wandstärke übertragen. 

Lösung. Abb. 78, S. 297, bedeute jetzt den Querschnitt durch die 
Kugel; in diesem Sinne verwenden wir alle dort emgeschnebenen 
Bezeichnungen. Die Gl. (210) und (211) für die Dehnungen bleiben 
bestehen. Das Element, an dem das Gleichgewicht der Kräfte be- 
trachtet wird, gehöre zu einem Kreiskegel mit dem Winkel c2a an 
der Spitze. Die Komponente der tf^ in der Richtung des Radius 
ist dann 

-^c^nxdxda^. 

Die Spannungen c^ an der zum Radius x gehörigen Basisfläche be- 
tragen zusanmien c—ixdafy und das Differential davon ist 

An Stelle von Gl. (213) erhalten wir daher 

Die beiden Unbekannten 6^ und a^ sind jetzt in u auszudrücken. 
Dabei ist zu beachten, daß hier 

1/m — 1 l\ 1/ 2\ 

ist, weil die Spannungen c^ hier von allen Seiten her wirken (d. h. 
zwei der drei Hauptspannungen sind gleich <s^. Die Auflösung liefert 

<?.=-— 5 iiCwf* -f e,): tf- »=» — ^ 2,1 (w — l)e^+2f.) 

' m' — ifi — 2^ *' ^^^ ^ m* — m — 2v /r« tj 

«0* 
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oder mit Eücksicht auf die GL (211) und (212) 

mE / u , du\ mE f, <\^^ % 2«\ 

"t = ^._^_2r« + dip "' -«,»_«, -2 IC« - i)di + tY 

Die Differentialgleichiuig geht nach Einführen dieser Werte über in 



oder nach Ausführung der Differentiation, Wegheben der Glieder^ 
die gegeneinander fortfallen und Division mit (m •— l) 

SP"*" ^^55 






Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist 

Damit folgt für a^ 

mE -. 2wJB; C 



m — 2"" m+1 x^ 

Wenn der Überdruck von innenher wirkt (im entgegengesetzten 
Falle wäre ganz ähnlich zu verfahren) ist <y^ =» für oj == fe und 
tf^ « — j? für a; = a, also 

B ^C ^ B 20 I? 

0; 



»1 — 2 (w + l)6» ' w — 2 (m + l)o» wi; 

und hieraus 

w" ' b^^ a'''~E' ^ 2w~ * &8 _ ^8 • -;^ • 

Nachdem die Integra tionskonstanten bestimmt sind, und et man alle 
Spannungen und die Anstrengung des Mateiials genau so wie bei 
den dickwandigen Bohren in § 58. 



Neunter Abschnitt. 



Die Verdrehungsfestigkeit 

§ 59. Wellen von kreisförmigem Quersohnitte. 

Ein Stab; der auf Verdrehen beansprucht wird, heißt im 
Maschinenbau eine Welle. Wenn der Querschnitt ein Kreis 
ist; kann man von yornherein erwarten, daß alle Punkte, die 
vorher auf einer Querschnittsebene enthalten waren, nach der 
Formänderung auch noch in einer zur Achse senkrechten Ebene 
liegen. In der Tat lehrt auch die Erfahrung, daß die auf 
Grund dieser Annahme abgeleiteten Formeln in guter Über- 
einstimmung ' mit den Ergebnissen der VerdrehuDgsversuche 
mit Stäben von kreisförmigem Querschnitte stehen. Es muß 
jedoch sofort hinzugefügt werden, daß dies nur für den kreis- 
förmigen Querschnitt gilt. 
Wenn der Querschnitt eine 
andere Gestalt hat, bleibt er 
bei der Torsion des Stabes 
nicht eben. Darauf wird spä- | 

ter zurückgekommen werden. 

Bei der Verdrehung einer 
WeUe von kreisförmigem 
Querschnitte geht jede zur 
Achse parallel gezogene Gerade 
in ein Stück einer Schraubenlinie über. Zwei Halbmesser, die in 
zwei um die Länge l voneinander entfernten Querschnitten 
parallel zueinander gezogen waren, bilden nach der Verdrehung 
einen Winkel miteinander, den man den Verdrehungswinkel 
heißt, und den wir mit ^9 bezeichnen. In Abb. 84 ist ein 




Abb. 84. 
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Wellenelement Ton der Länge dx gezeichnet. AB i^t das 
Element der Schraubenlinie^ das ursprünglich mit der Zylinder- 
erzeugenden zusammenfiel. Der Yerdrehungswinkel für die 
Länge dx sei dJip, dann ist ^^ 

Die Schraubenlinie AB bildet jetzt irgendeinen spitzen 
Winkel mit der Querschnittsebene, während die durch dieselben 
Teilchen vor der Formänderung gezogene Linie AG recht- 
winklig zum Querschnitte stand. Einer solchen Winkeländerung 
entspricht eine Schubspannung t im Querschnitte, die nach 
dem Elastizitätsgesetze daraus berechnet werden kann. 

Wir finden die relative Verschiebung von zwei im Ab- 
stände r von der Achse in benachbarten Querschnitten ursprüng- 
lich einander gegenüberliegenden Punkten D und Fy wenn wir 
den Winkel, um den sich die Querschnitte gegeneinander drehen, 
mit dem Halbmesser r multiplizieren, also gleich 

rddtp oder r/d^-j-' 

Um soviel ist der eine Endpunkt der Strecke dXy die die 
gleich gelegenen Punkte beider Querschnitte verbindet, gegen 
den anderen, und zwar in der Richtung senkrecht zum Radius 
r verschoben worden. Der ursprünglich rechte Winkel zwischen 
dx und der Querschnittsfläche hat sich dabei um einen Betrag 
y geändert, und zwar so, daß ydx ebenfalls ein Ausdruck für 
die relative Verschiebung ist. Ein Vergleich beider Ausdrücke 
liefert 

Y f' 

Nach dem Elastizitätsgesetze folgt aber die Schubspannung aus 
y durch Multiplikation mit dem Schubelastizitätsmodul, also 

r=ßy-^^. (221) 

Daß r senkrecht zum Radius gerichtet ist, folgt daraus, daß 
auch die elastische Verschiebung in diesem Sinne erfolgte. 
Aus 61. (221) erkennen wir, daß die Schubspannungen t 
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nach einem Geradliniengesetze über den Querschnitt verteilt 
sind^ daß sie nämlich proportional mit den Abständen r von 
der Mitte zunehmen. In der Mitte wird r zu Null und die 
größte Beanspruchung des Materials findet am Umfange statt. 
Bezeichnen wir die Spannung am Rande mit r' und den Halb- 
messer des Querschnitts mit a, so ist nach Gl. (221) 

T = '-', ♦ (222) 

und zur Berechnung von x' steht uns eine Momentengleichung 
zur Verfügung. AUe Schubspannungen, die sich über den 
Querschnitt verteilen ^ lassen sich zu einem Eräftepaare zu- 
sammensetzen^ dessen statisches Moment gleich dem von den 
äußeren Kräften herrührenden Verdrehungsmomente sein muß. 
Bezeichnen wir das Torsionsmoment mit M^ so ist 



Hier ist mit ®^ das polare Trägheitsmoment des kreisförmigen 

Querschnittes bezeichnet, also 0^ = -r- • Durch Auflösen nach 
X erhält man 

• - g ..a (223) 



oder auch nach Einsetzen des Wertes von 0^ 



*' = !^ • (224) 



sra* 



Man gibt häufig der Form (223) den Vorzug, weil sie sich 
genau an die Formel für die Biegung anschließt. Früher 
freilich, als man noch glaubte, daß auch die Querschnitte von 
anderer Gestalt bei der Verdrehung eben blieben, bezog man 
die ganze Entwickelung, die hier nur für kreisförmige Quer- 
schnitte abgeleitet ist, sofort auch auf jene, und Gl. (223) galt 
als die allgemeine Formel für die Berechnung der Torsions- 
spannungen. Da man jetzt weiß, daß Gl. (223) nur für den 
kreisförmigen Querschnitt gültig ist, hat es keinen Zweck, 0^ 
in dieser allgemeinen Form stehen zu lassen, sondern man tut 
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besser, sofort den Wert dafür einzusetzen; also Gl. (224) zu 
benutzen. 

Für den Verdrehungswinkel ^g) erhält man nach Gl. (221) 

^9' = ö7 = ^ = i^^- (225) 

Die einzige weitere Ausdehnung, die diese Formeln zulassen, 
ist die auf Wellen von kreisringförmigem Querschnitte. Wenn 
die beiden Querscbnitthalbmesser der hohlen Welle mit a und 
b bezeichnet werden (a > &), erhält man 

, 2Ma . 2MI 



§ 60. Wellen von eUiptiBchem Quersohnitte. 

Daß der Querschnitt einer solchen Welle bei der Ver- 
drehung nicht eben bleiben kann, erkennt man am einfachsten 
daraus, daß in diesem Falle die Entwickelungen des vorigen 
Paragraphen auch für sie gültig blieben und daß daher r 
überall rechtwinklig zum Radiusvektor stehen müßte, der nach 
der betreffenden Stelle von der Mitte aus gezogen ist. Am 
Umfange ist dies aber nicht möglich, indem dort nach den 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, die wir im ersten Ab- 
schnitte untersuchten und dip zu den Gl. (4) fährten, die Schub- 
spannung keine Komponente in der Richtung senkrecht zum 
Umfange haben kann. Die Schubspannung muß vielmehr 
überall am Umfange in die Richtung der Tangente fallen. 
Diesen Satz muß man bei allen Betrachtungen über die Torsions- 
festigkeit in die vorderste Stelle rücken; eine Abweichung da- 
von könnte nur dann eintreten, wenn die Welle am Umfange 
nicht frei, sondern durch irgendeinen anderen Körper so ge- 
stützt wäre, daß Kräfte, also etwa Reibungen, am Umfange 
auf sie übertragen würden, die parallel zur Achse gerichtet 
wären. Selbstverständliche Voraussetzung bei Untersuchung 
der verdrehten Welle ist indessen, daß die Welle am Umfange 
frei sein soll. Wenn das Ende der Welle z. B. in der Ein- 
spannvorrichtung einer Festigkeitsmaschine steckt, trifft für 
dieses Ende die Voraussetzung allerdings nicht zu; wie sich 
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die Spannungen an der Einspannstelle verteilen, kann also aus 
unseren Betrachtungen nicht geschlossen . werden. Auf solche 
Fälle sollen sie sich aber auch gar nicht beziehen. 

Die (rleichung der 
Ellipse, die den Quer- 
schnittsumriß bildet 
(Abb. 85), sei 






1. 



Für den Punkt mit den 
Koordinaten y und z hat 
man dann 

dz 6* y 



dy 



a' 



und weil die Schub- 
spannung r den Umfang 
berührt, muß die Glei- 
chung bestehen 

dz 6*y 

dy 




'xt 



^xy 



a'z 



(226) 



Abb. 86. 



Diese Bedingung wird durch die Annahme erfüllt, daß die 
Schubspannungskomponenten in der Form 



xy 



Tca^Z] 



X9 



-U*y 



(227) 



dargestellt werden können. An und für sich könnte der hierbei 
eingeführte Faktor Tc an verschiedenen Stellen des Querschnittes 
und selbst an verschiedenen Stellen des ümfanges verschiedene 
Werte annehmen, d. h. er ist zunächst selbst als eine unbe- 
kannte Funktion der Querschnittskoordinaten anzusehen. Unsere 
Absicht geht aber hier darauf hinaus, eine möglichst ein- 
fache Theorie des ganzen Vorganges abzuleiten, selbst auf die 
Gefahr hin, daß sie nicht völlig genau mit den Tatsachen 
übereinstimmen sollte. Der Vergleich mit der Erfahrung bleibt 
uns immer offen, und er würde uns bald belehren, wenn wir 
uns erheblich geirrt haben sollten. In der Tat ist auch die 
ältere Theorie der Verdrehungsfestigkeit, die von der Annahme 
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ausging^ die Querschnitte blieben eben, bald widerlegt worden, 
und nur wegen des Widerspruchs, in dem ihre Polgerungen 
mit den Beobachtungstatsachen standen, ließ man sie fallen; 
der Widerspruch mit der Saint -Venantschen Theorie allein 
würde keinen Techniker gestört haben. Der Widerspruch mit 
der Erfahrui^ aber bewies, daß jene ältere Betrachtung eine 
Bedingung außer acht ließ, deren Vernachlässigung zu den 
gröbsten Irrtümern führte. Durch die Gl. (227) haben wir 
diese Bedingung weiterhin als verbindlich für unsere Betrach- 
tungen anerkannt. Nachdem dieser nnerläßliche Schritt ge- 
schehen ist, wollen wir uns aber im übrigen möglichst eng an 
die einfachen Betrachtungen der älteren Theorie anlehnen, in- 
dem wir uns der Hoffiiung hingeben, die Beobachtungstat- 
sachen hinreichend genau wiedergeben zu können, nachdem 
wenigstens der gröbste Fehler der älteren Betrachtung ge- 
hoben ist. 

In diesen Sätzen habe ich wenigstens die Auffassung ge- 
schildert, mit der man — meiner eigenen Meinung nach — an 
diese Untersuchungen herantreten sollte. Es ist ganz unerheb- 
lich, wenn ich noch jiinzufüge, daß die Theorie, zu der man 
so gelangt, bei der Welle mit elliptischem Querschnitte mit 
der im letzten Abschnitte dieses Bandes besprochenen strengen 
Theorie der Torsion in den Resultaten völlig übereinstimmt. 

Ich nehme also jetzt willkürlich an, daß es genüge, den 
Faktor h in den Gl. (227) als eine Konstante zu betrachten. 
Dann wächst die Schubspannung r, wenn wir von der Mitte 
aus längs eines Halbmessers nach dem Umfange hin weiter 
gehen, immer noch in demselben Verhältnisse wie der Abstand 
von der Mitte, und sie behält in allen Punkten des Halbmsssers 
dieselbe Richtung. Für Punkte, die auf verschiedenen Halb- 
messern in gleichem Abstände von der Mitte liegen, ist r jetzt 
allerdings verschieden groß, und auch der Winkel, den die 
Richtung von t mit der Richtung des Halbmessers bUdet, 
wechselt mit dem Halbmesser. Darin liegt die einzige Ab- 
weichung von den Annahmen der älteren Theorie, zu der wir 
uns notgedrungen entschließen mußten. 
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Es bleibt uns jetzt nur noch übrige die Eonstante i in 
den GL (227) zu berechnen. Natürlich hangt deren Ghröße von 
dem Werte des Verdrehungsmomentes M ab, nnd zu ihrer 
Ermittelung wird uns daher eine Momentengleichung ver- 
helfen. Für den Mittelpunkt als Momentenpunkt ist das sta- 
tische Moment der in einem Flächenelemente dF übertragenen 
Spannung xdF gleich 

und nach Einsetzen der Werte aus den GL (227) erhalt man 
daher die Momentenbedingung 

M = Ica^Ja^dF + Wfy^dF. (228) 

Die Integrale sind über den ganzen Querschnitt auszu- 
dehnen und stellen die Trägheitsmomente für die Koordinaten- 
achsen dar. Man kennt die Trägheitsmomente für die EUipse 
(vgl. § 22, S. 103), nämlich 

fy^dF^.'-^, ß^dF^.^-^. 

Setzt man diese Werte in Gl. (228) ein und löst diese dann 
nach k auf, so erhalt man 

Hiermit sind wir in den Stand gesetzt, die Spannung r an 
jeder Stelle nach Größe und Richtung anzugeben. Es fragt 
sich jetzt noch, wo x seinen größten Wert annimmt. Jeden- 
falls muß dies irgendwo am Umfange geschehen, denn r 
wächst, je weiter wir auf einem gegebenen Halbmesser von 
der Mitte abrücken. Am nächsten liegt wohl die Vermutung, 
daß X am Ende der großen Achse den größten Wert erreiche, 
und nach der älteren Theorie nahm man dies früher in der 
Tat allgemein an. Die Vermutung ist aber irrig. Um uns 
davon zu überzeugen, setzen wir nach dem Pjthagoräischen 
Satze und nach den GL (227) 
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Da nur die Spannungen am Umfange in Frage kommen, können 
wir nach der Ellipsengleichung in y ausdrücken und erhalten 

Wenn h größer als a ist, wie in Abb. 85 angenommen wurde, 
müssen wir y möglichst groß annehmen, um den größten 
Wert von r* zu erhalten. Der größte Wert von y ist aber a, 
d. h. die größte Spannung tritt am Ende der kleinen 
Achse auf. Wir erhalten 

oder nach Einsetzen von h aus Gl. (229) 

w = ^. (230) 

Am Ende der großen Halbachse, also für y -« 0, wird 

T = KO^O « — i-j-, 

also im Verhältnisse a : b kleiner. 

§ 61. Wellen von rechteckigem Querschnitte. 

Auch für diesen Querschnitt soll eine Näherungstheorie 
nach denselben Grundsätzen wie im vorigen Paragraphen ent- 
wickelt werden; ich bemerke aber sofort, daß die Formel, auf 
die man hierbei geführt wird, in der Tat nur eine Näherungs- 
formel bleibt und nicht nachträglich durch die genauere Unter- 
suchung nach den Methoden der mathematischen Elastizitäts- 
theorie bestätigt wird. 

Zunächst müssen wir hier unser Augenmerk auf die 
Symmetrieeigenschaften lenken, die dem rechteckigen Quer- 
schnitte zukommen. Wenn die Pfeile der Schubspannungs- 
komponenten r^y und r^, für ein im ersten Quadranten liegen- 
des Flächenelement die in Abb. 86 angenommene Richtung 
haben, müssen die Pfeile in den drei anderen Quadranten die 
ebenfalls dort eingetragenen Richtungen annehmen, da die Ver- 
drehung in allen Quadranten überall in derselben Drehrichtung 
vor sich geht. Außerdem folgt, daß bei spiegelbildlich zueinan- 



§ 61. Wellen von rechteckigem Querschnitte 



317 



der liegenden Flächenteilen die Absolutbeträge der in der- 
selben Achsenrichtung gehenden Komponenten einander gleich 
- sind. Wir können dies dahin ausdrücken^ daß r eine gerade 
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Rechnung tragen, das damit noch verträgliche, sonst aber mög- 
lichst einfach gestaltete Spannungsverteilungsgesetz zugrunde 
legen. Vor allem wollen wir also annehmen, daß die Spannungs- 
komponenten hinreichend genau durch algebraische Funktionen 
der Querschnittskoordinaten y und z dargestellt werden können, 
und wir wollen femer den Grad dieser Funktionen so niedrig 
annehmen, als es möglich ist, ohne die Grenzbedingungen zu 
verletzen. Dazu reicht eine Funktion dritten Grades aus. Mit 
Bücksicht darauf, daß r^^ gerade in Beziehun^if auf y und 
ungerade in Beziehung auf » sein soll, setzen wir daher zu- 
nächst 9 . 11 
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Nun muß an den znr Z-Achse parallelen Querschnittsseiten, 
also für y *» ± a dieser Ausdruck identisch, d. h. für jedes z^ 
yerschwinden. Dies liefert die Bedingungsgleichung 

aus der, weil sie identisch erfüllt sein muß^ 

^8 = 0; ^--^ 
folgt. Damit ist x bis auf eine Konstante bestimmt^ nämlich 

*., = "!-» - ^V^y». (231) 

Ähnlich verfahren wir mit r^,; wir setzen zunächst 

Für Ä «= ± & muß dies verschwinden, also 

= ifciy + *gy6* + fcgy« 
und hieraus 

ftj « 0; aIj = — •^• 

Setzt man dies ein, so erhalten wir den mit den aufgestellten 
Bedingungen verträglichen, möglichst einfachen Ausdruck für r^, 

*.. = \y - py«*- (232) 

Zwischen den Konstanten c^ und \ in (231) und (232) muß 
aber außerdem noch eine Bedingungsgleichung erfüllt sein, um 
das Gleichgewicht zwischen den Spannungen an irgendeinem 
Volumenelemente zu sichern. Die erste der Gleichungen (5), 
durch die die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen der Statik 
ausgedrückt wurden, lautete 

Hier ist sowohl 2 als 6^ gleich Null zu setzen, denn zum 
Auftreten einer Normalspannung im Querschnitte der Welle 
ist kein Anlaß gegeben, wenn neben der Torsion der Welle 
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nicht eine Biegang oder eine achsiale Belastung nebenher läuft. 
Von einer solchen zusammengesetzten Beanspruchung der Welle 
sollte aber hier nicht die Bede sein. Beachtet man noch, dafi 
Ty^ «= Tjpy und t^^ = T^, zu setzen ist, so yereinfacht sich jene 
Gleichgewichtsbedingung hier zu 

dy dz 

Nach Eintragen der Werte aus den GL (231) und (232) 
geht sie über in , 

Sie wird also in der Tat identisch erfüllt, falls man 

*i "^ (233) 

setzt, und dies zeigt uns zugleich, daß das in dieser Weise 
näher bestimmte System der Spannungen Tom Gesichtspunkte 
der Statik starrer Körper aus möglich ist. Eine andere Frage 
wäre es natürlich, ob dieses Spannungssystem zugleich mit 
den elastischen Eigenschaften eines bestimmten Materials, z. B. 
mit dem Hookeschen Gesetze in Übereinstimmung stehe. Auf 
eine solche Untersuchung haben wir aber hier, in der Absicht 
zu einem möglichst einfachen, wenn auch nur näherungsweise 
richtigen Resultate zu gelangen, von vornherein verzichtet. 
Mit Rücksicht auf Gl. (233) geht jetzt GL (232) über in 

^,, --"^y + ^.y^^ (234) 



a' ^^ ' a' 



Es bleibt jetzt nur noch die Bestimmung der einzigen, bisher 
unbekannt gebliebenen Konstanten c^ übrig, und man sieht leicht 
ein, daß diese aus der Momentengleichung, ganz wie früher 
bei dem elliptischen Querschnitte, berechnet werden kann. Die 
Momentengleichung lautet 

oder nach Einsetzen der Werte aus (231) und (234) 
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Die rechte Seite zerfällt in drei GUieder^ von denen das erste 
nnd das letzte ohne weiteres angegeben werden können, da 
die Trägheitsmomente des Rechtecks darin auftreten. Das 
zweite Glied führt auf ein Moment vierten Grades des Quer- 
schnittes nnd muß besonders berechnet werden. Wir dehnen 
die Integration zunächst auf den im ersten Quadranten liegen- 
den Teil des Querschnittes aus und finden dafür 

b a 

i 

Für den ganzen Querschnitt liefert das Integral den vierfachen 
Wert. — Die Momentengleichung geht hiermit über in 

Daraus folgt für die Eonstante c^ 

Die Spannungskomponenten sind hiermit vollständig bestimmt; 
wir schreiben dafür 

'"" ?i''^ iV (236) 

Längs der beiden Symmetrieachsen stehen demnach die 
Spannungen r rechtwinklig zu dem vom Ursprünge gezogenen 
Radiusvektor, und sie wachsen proportional mit diesem. Am 
Umfange sind die Spannungen parallel mit den Umfangsseiten 
gerichtet und die Spannungs Verteilung ist eine parabolische; 
in den Ecken werden die Spannungen zu Null, und sie wachsen 
von da nach den Mitten der Umfangsseiten hin, wo sie ein 
Maximum erreichen. Längs einer Diagonale sind die Span- 
nungen überall parallel zur anderen Diagonale gerichtet, und 
das Spannungs Verteilungsdiagramm ist eine kubische Parabel. 
Für einen anderen Radiusvektor, der vom Ursprünge aus ge- 
zogen wird, ändert die Spannung t fortwährend ihre Richtung, 
wenn man weiter nach außenhin geht. 
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Es fragt sich jetzt noch, an welcher Stelle r den absolut 
größten Wert annimmt. 

Am Umfange nimmt ^ wie wir schon fanden^ r seinen 
größten Wert in den Mitten der Rechteckseiten an, und zwar 
wird, wenn wir y =» a und e ^0 setzen, 

- = OT6- (237) 

Den Wert von t in der Mitte der anderen Rechteckseite erhält 
man daraus durch Yertauschung von a mit b. Hieraus folgt^ 
daß r an jener Stelle des ümfanges am größten wird, die dem 
Mittelpunkte des Rechtecks am nächsten liegt. Dieses Ergebnis 
stimmt mit jenem überein, das schon für den elliptischen Quer- 
schnitt gefunden war. Bei der Anwendung von Gl. (237) 
zur Berechnung der Beanspruchung einer Welle ist 
daher unter a die kleinere Rechteckhalbseite zu ver- 
stehen. 

Führt man an Stelle der halben Rechtecksetten die ganzen 
Seiten o^ = 2a xmd \ = 2h ein, so geht GL (237) über in 

*-2^- (238) 

Es bleibt noch zu zeigen, daß t an keiner Stelle im Innern des 
Querschnittes einen größeren Wert annehmen kann. Aus den Glei- 
chungen (236) erhält man nach dem Pjthagoraischen Satze 

Es fragt sich daher, ob der Wert in der eckigen Elanuner, der 
zur Abkürzung mit K bezeichnet sei, irgendwo im Innern gleich oder 
größer werden kann als Eins. Da nun im Innern j5 < 6 und y < a, 
femer auch a < & ist, wird jedenfalls 



^<(i-S)+««' 



denn K unterscheidet sich von dem rechtsstehenden Ausdrucke da- 
durch, daß zu den beiden Gliedern noch Faktoren hinzutreten, die 
echte Brüche sind. Die Ungleichung läßt sich aber auch schreiben 

Föppl, Fettigkeitalehxe. 0. AoiL 21 
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und daraus folgt, daß K ein echter Bruch, daß also x im Innern 
nirgends so groß sein kann, wie der in 61. (237) angegebene Wert 
am Umfange. (Dieser Beweis rührt von Prof. Wemicke in Braun- 
schweig her.) 



§ 62. Bereohnung der Torsionsfedem. 

Die Mittellinie eines Drahtes besitze im spannungslosen 
Zustande eine schraubenförmige Gestalt (Abb. 87). Durch zwei 
Kräfte P, deren Richtungslinieu mit der Zylinderachse zu- 
sammenfallen, soll die Feder — wie wir den Draht 
nennen wollen — entweder auseinandergezogen oder 
zusammengedrückt werden. Dabei stellen sich ver- 
schiedene Fragen ein: zunächst will man wissen, wie 
groß die Belastung P der Feder werden darf, ohne 
daß die zulässige Beanspruchung des Materials über- 
schritten wird, ferner um wieviel sich die Feder unter 
der Belastung streckt oder zusammendrückt und im 
Zusammenhange damit endlich, wieviel Formänderungs- 
arbeit in ihr aufgespeichert werden kann. 
Man denke sich die Feder an irgendeiner Stelle durch- 
schnitten. Die in diesem Querschnitte übertragenen Spannungen 
müssen dann im Gleichgewichte mit der an dem zugehörigen 
Federende angreifenden Kraft P stehen. Bei der Verlegung 
der K!raft P nach dem Schwerpunkte des Querschnittes tritt 
ein Kräftepaar auf, dessen Ebene durch den nach diesem 
Schwerpunkte gezogenen Radius und die Zylinderachse be- 
stimmt ist. Gewöhnlich ist die Steigung der Schraubenlinie 
nur gering, und in diesem Falle, den wir der weiteren 
Untersuchung zugrunde legen wollen, steht die Ebene des 
Kräftepaares nahezu senkrecht zur Schraubenlinie oder der 
Momenten Vektor des Kräftepaares fällt nahezu mit dieser Linie 
zusammen. Ein solches Kräftepaar bewirkt eine Bean- 
spruchung auf Verdrehung. Denkt man sich das Kräftepaar 
in zwei andere zerlegt, von denen die Ebene des einen 
genau senkrecht steht zur Schraubenlinie, während die des 
zweiten durch diese Linie hindurchgeht, so wird durch diese 




§ 62. Berechnung der Tonionsfedem 323 

zweite Komponente außerdem noch eine Beanspruchung auf 
Biegung hervorgerufen. Gewöhnlich ist aber diese Biegungs- 
beanspruchung unerheblich gegenüber der Beanspruchung auf 
Verdrehen^ und ich sehe daher davon ab, sie hier zu berechnen, 
obschon dies leicht auszuführen wäre. Auch die nach dem 
Schwerpunkte des Querschnittes verlegte Kraft P bringt, für 
sich genommen, Spannungen hervor, und zwar vorwiegend 
Schubspannungen. Auch diese sind aber, wenn der Halbmesser 
des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie liegt, einigermaßen 
groß ist gegen die Querschnittsabmessungen des Drahtes, gering 
gegenüber den Spannungen, die dem Yerdrehungsmomente ent- 
sprechen. Es genügt daher für die Zwecke, die man mit einer 
Festigkeitsberechnung verfolgt, vollständig, wenn man nur auf 
die Hauptbeanspruchung auf Verdrehen achtet. 

Bezeichnet man den Zylinderhalbmesser mit r, so kann das 
Verdrehungsmoment M 

gesetzt werden. Wenn der Querschnitt der Feder, ein Ereis 
vom Halbmesser a ist, folgt für r nach 61. (224) 

und daraus ergibt sich die Tn^kraft der Feder. Außer dem 
kreisförmigen kommt gewöhnlich nur noch der rechteckige 
Querschnitt in Betracht, für den man nach GL (238) 

* - ^ (241) 

erhält, worin a^ die kleinere und b^ die größere Rechteckseite 
bedeuten. 

Oft genug ist die Mittellinie der Feder nicht nach einer 
gewöhnlichen, sondern nach einer Kegelschraubenlinie ge- 
krümmt, z. B. bei den aUgemein bekannten Pufferfedem der 
Eisenbahnwagen. In diesem Falle ist unter r die Entfernung 
jenes Querschnittes von der Achse zu verstehen^ auf den sich a^ 
und b^ beziehen, oder wenn etwa o^ und b^ konstant wären, 
der größte Wert von r. Sind a^ und b^ veränderlich, so muß 
man t für verschiedene Querschnitte berechnen und die nn- 

21* 
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günstigste Stelle aufsuchen. Man kann auch die Aufgabe um- 
kehren und den Querschnitt so verändern, daß die Bean- 
spruchung überalldie gleiche bleibt. J}ann müßte also z. B., 
wenn die Dicke a^ konstant gewählt wird, die Höhe h^ des 
rechteckigen Querschnittes der PufiFerfeder mit der Entfermmg r 
proportional zunehmen. Diese Andeutungen mögen genügen. 

Um die Streckung oder Zusammendrückung zu berechnen, 
die die Feder unter der Belastung erfährt, müssen wir uns 
auf die Formel für den Verdrehungswinkel stützen. Diese ist 
bisher nur für den kreisförmigen Querschnitt abgeleitet worden, 
und ich werde mich daher auch an dieser Stelle auf die Be- 
handlung dieses Falles beschränken. Indessen mache ich darauf 
aufmerksam, daß bei den nachfolgenden Aufgaben die Berech- 
nung des Verdrehungswinkels für den elliptischen und für den 
rechteckigen Querschnitt ausgeführt ist und daß man diese 
Ergebnisse ohne weiteres auf die hier durchzuführende Unter- 
suchung übertragen kann. 

Für ein Längenelement ds der Feder (gemessen längs der 
Schraubenlinie) sei der Verdrehungswinkel d^g). Wir wollen 
uns zunächst vorstellen, daß nur das eine Element ds die 
Verdrehung d^dq) erfahre, während alle übrigen Teile der 
Feder ihre Gestalt ungeändert beibehalten sollen. Denken wir 
uns dann etwa den unteren Teil der Feder festgehalten, so 
wird der jenseits ds liegende obere Teil eine Drehung um ds 
und um den Winkel d^q) ausführen. Die Achse des oberen 
Teils wird dadurch aus ihrer Richtung abgelenkt, und der 
ganze obere Teil steht nun etwas schief. Darauf brauchen wir 
aber nicht weiter zu achten, denn wenn ein dem ds diametral 
gegenüber liegendes Element der Feder später ebenfalls die 
Verdrehung d^q) erfährt, stellt sich der obere Teil wieder ge- 
rade. Die Achse bleibt daher bei der ganzen Formänderung 
ohne Ablenkung. Dagegen summieren sich die Verschiebungen 
in der Richtung der Achse, die bei den Verdrehungen der ein- 
zelnen Elemente ds vorkommen, einfach zueinander, und die 
Summe dieser Verschiebungen ergibt die ganze Streckung, die 
wir an der belasteten Feder beobachten. 
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Der mit ds in gleicher Höhe liegende 'Punkt der Achse 
des oberen Federteiles beschreibt bei der Verdrehung einen 
Kreisbogen vom Halbmesser r und dem Zentriwinkel d^q) in 
einer Richtung^ die nahezu mit der Achsenrichtung zusammen- 
fällt. Wir können daher die Verschiebung in der Richtung 

der Achse gleich 

rd^q> 



t" 



setzen. Um ebensoyiel verschiebt sich auch jeder andere Punkt 

der Achse des oberen Federteiles in der Richtung der Achse, 

wie aus Abb. 88 sofort hervorgeht. Darin 

bedeutet nämlich ^^ die Achse, und in P 

soll sich das Element ds projizieren, das 

die Verdrehung d^q> ausführte. Da die 

Steigung der Schraubenlinie gering , ds 

also nahezu senkrecht zur Achse sein sollte, 

projiziert sich ds in Abb. 88 nahezu als 

Punkt, und so ist es daher auch gezeichnet. ^^^ 

Ein Punkt B der Achse führt eine Drehung 

am P aus, und der dabei beschriebene 

Bogen ist gleich eddq>. Die Projektion '^ 

des Bogens auf die Achse wird daraus 

durch Multiplikation mit cos ^, abo gleich 

g'd^q)-cosif geftmden. Mit Rücksicht 

auf a cos ^ » r geht dies aber in r • d^q> 

über, woraus man sieht, daß sich in der Tat alle Punkte der 

Achse um gleich viel in der Achsenrichtung verschieben. 

Die ganze Streckung oder Zusammendrückung w der Feder 
ist gleich der über die ganze Länge der Schraubenlinie aus- 
gedehnten Summe dieser Glieder, also 

*^JrdJq>. 




Abb. 88- 
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Für d^q) schreiben wir nach 61.(225) 

, . 2 Präs 



and daher 
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'«'-HS/'^^-^Pot- (242) 

Unter n ist hier die Zahl der Umläufe zu verstehen, die die 
Schraubenlinie macht, und die Länge eines Umlaufes konnte 
genau genug gleich dem Umfangt eines Kreises vom Radius r 
genommen werden. 

Beachtet man, daß beim Belasten der Feder die Last pro- 
portional mit w wächst, so erhält man für die aufgespeicherte 
FoiTuänderungsarbeit Ä das halbe Produkt aus der Last und 
dem zurückgelegten Wege w, also 



§ 63. Zusammengesetzte Beanspruchung auf Biegung und 

Verdrehung« 

Wenn ein Stab zugleich auf Biegen und auf Verdrehen 
beansprucht ist, berechnet man zuerst nach den dafür früher 
aufgestellten Formeln die durch das Biegungsmoment Jf^ in 
einem bestimmten Querschnitte hervorgebrachte Biegungsspan- 
nung 0^ sowie die durch das Verdrehungsmoment M^ hervor- 
gebrachte Schubspannung r. Li der Regel wird man finden, 
daß der größte Wert der Schubspannung mit dem größten 
Werte der Biegungsspannüng an derselben Stelle des Quer- 
schnitts zusammentrifft. NamenÜicfa trifft dies stets zu bei 
Stäben von kreisförmigem Querschnitte. 

Die Bruchgefahr wird dann durch das Zusammenwirken 
der aus den Formeln hervorgehenden größten Werte von <y^ 
und r hervorgebracht. Um ein Maß dafür zu erhalten, muß 
man sich auf eine der Annahmen stützen, die dafür aufgestellt 
wurden und die in § 13 besprochen sind. Im deutschen Ma- 
schinenbau bemißt man die Bruchgefahr gewöhnlich nach der 
größten vorkommenden Dehnung oder, was auf dasselbe hin- 
auskommt, nach der auf Grund dieser Annahme berechneten 
reduzierten Spannung. Nach Gl. (37), S. 62, erhält man dafür 
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womit die Frage bereits entschieden ist. 

Für den gewöhnlich bei der Anwendung vorliegenden Fall 
eines Stabs von kreisförmigem Querschnitt soll die Rechnung 
noch etwas weiter durchgeführt werden. Man hat dann, wenn 
der Querschnittshalbmesser mit r bezeichnet wird, 

AMf, ^ 23frf 



6 
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und für die reduzierte Spannung findet man daher 

Man kann dieses Ergebnis noch etwas anders ausdrücken, 
indem man den Stab mit einem anderen vergleicht, der nur 
gebogen und dadurch ebenso stark beansprucht wird. Das zu- 
gehörige Biegungsmoment Mnd kann man als das durch das 
Hinzukommen von M^ zu Jlf^ erhöhte Moment bezeichnen. 
Man hat dafür 

oder, wenn man m -> 4 setzt. 



J/red-|Jf, + |yj/! + -M3. (243a) 

Nach diesen Formeln rechnet man in der deutschen Tech- 
nik gewöhnlich. Die Engländer haben dagegen bei der Berech- 
nung der zugleich auf Biegung beanspruchten Wellen früher 
gewöhnlich die Annahme zugrunde gelegt, daß die Bruchgefahr 
von der größten Hauptspannung abhinge, die mit 6i bezeichnet 
werde. Wie schon in § 14 auseinandergesetzt wurde, erhält 
man dafür 

Das reduzierte Biegungsmoment stellte sich daher nach 
der älteren englischen Annahme auf 

Jf^ = i (M, + VMl + J/|). (243 b) 
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Seit einigen Jahren wird aber in England auf Grund der 
Versuche von Guest in der Regel nach der Annahme gerech- 
netj dafi die Bruchgefahr von der größten Schubspannung oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, von der Differenz der beiden 
Hauptspannungen des ebenen Spannungszustandes abhänge. 
Für 6i — 6n hat man 

und das reduzierte Biegungsmoment ist daher nach dieser An- 
nahme 

M^^VMl + Ml (243c) 

zu setzen. Diese Annahme stimmt übrigens^ wie schon früher 
bemerkt wurde, für ein weiches oder mittelhartes Flußeisen, 
mit der von Mohr überein und dürfte für den gewöhnlichen 
Wellenstahl der Wahrheit am nächsten kommen^ so daß ich 
die Anwendung von Gl. (243 c) mehr empfehlen möchte, als 
die der in Deutschland heute noch meist bevorzugten Gl. (243 a). 
Die Formeln (243 a) bis (243 c) sind natürlich auch auf 
den FaU anwendbar, daß die Welle nur verdreht wird, indem 
man darin Mf, = setzt. Der Vergleich von (243 c) mit (243 b) 
lehrt dann, daß nach der sich neuerdings in England durch- 
setzenden Anschauung eine auf Verdrehen beanspruchte Welle 
doppelt so stark im Vergleich zu einer gebogenen Welle an- 
gestrengt ist als nach der früher dort verbreiteten Ansicht. 



Aufgaben. 

54. Aufgabe, Man söU den Verdrehungswinkel J<p fUr eine 
Welle van eUiptischem QuerschnUte berechnen. 

Lösung. Das Verdrehungsmoment sei M; dann ist die von den 
äußeren Kräften zur Verwindung der Welle geleistete Arbeit gleich 
^MJq> und ebenso groß muß die Summe der in dcrn einzelnen Vo- 
lumenelementen aufgespeicherten Arbeiten sein, die nach Gl. (42) be- 
rechnet werden können. Man erhält also 



^MJip^J ^dv. 



Aufgaben 
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wenn mit dv ein Volumenelement der Welle bezeichnet wird, das 
auch gleich dF-dl^ wo dl ein Element der Länge l der Welle ist, 
gesetzt werden kann. Die Integration nach l kann sofort ausgeführt 
werden, da x für alle Querschnitte an der entsprechenden Stelle gleich 
groß ist. Für t* setzen wir i?Jy + T|,,iind für diese beiden Glieder 
führen wir ihre in 61. (227), S. 313, berechneten Werte ein. So 
erhalten wir 

MJ(p - ^Jk\a^z^ + l^if)dF 
oder mit Benutzung von Ic aus GL (229) 

Die Integrale in der Klammer sind die Trägheitsmomente der Ellipse. 
Setzt man diese ein, so wird 

oder nach entsprechender Vereinfachung 



Aq> 



na'h^G 



Mit & -= a liefert dies wieder den schon aus Gl. (225) bekannten 
Wert des Verdrehungswinkels für die kreisförmige Welle. 

Anmerlzung, Ebenso kann auch der Verdrehungstoinkel für 
die Welle mit recMeckigem Querschnitte herechnd werden. Führt man 
T* aus Gl. (239) ein, so wird 

Die Ausführung der Integrationen liefert 
fz\a^^y^ydF^'^^a^b^^, Jy\h^ • 
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z^ydF = ^ a»ö» 



und hiermit 

, 9 l JJf(a« + 6«) 

Will man mit den ganzen Seiten a^ 
und b^ an Stelle der Halbseiten a und 
b rechnen^ so geht dies über in 




Abb. 89. 
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Natürlich ist aber auch diese Formel nur als eine Näherungsformel 
zu betrachten, der keine strenge Gültigkeit zukommt, wie allen Unter- 
suchungen von § 61, auf die sie sich stützt. 

55. Aufgabe. Ein Holzbalken mit quadratischem Querschnitte 
(vgl, Abb, 89) von 20 cm Seite ist am einen Ende in eine Mauer 
eingelassen und ragt um 100 cm vor. Am freien Ende ist ein hori- 
zontaler Arm angeschraubt, der rechtwinklig zum Balken, also parallel 
zur Mauerfläche^ um 60 cm vorsteht Am freien Ende dieses Armes 
ist eine Last von 1000 kg aufgehängt. Wie groß ist die Anstrengung 
des Holzes? 

Lösung, Der Holzbalken wird gleichzeitig auf Biegung und auf 
Verwindung beansprucht. Das Verdrehungsmoment ist für alle Quer- 
schnitte des Balkens gleich groß, nämlich gleich 1000X60 
=» 60000 cmkg. Das Biegungsmoment ist dagegen am größten am 
Einspannquerschnitte, wo es sich auf 100000 cmkg stellt. Dort tritt 
daher auch die größte Anstrengung des Materiales ein. Wir berechnen 
zunächst die Biegungsspannungen für sich; dafür erhalten wir 

^M 6.100000 „^ ^ 

Für die durch das Verdrehungsmoment hervorgerufene größte Schub- 
spannung finden wir nach GL (238) 

9M 9.60000 oQ7X«f^ 

Das größte <s und das größte r treten an derselben Stelle auf, näm- 
lich in den Mitten der horizontalen Seiten des Einspannquerschnitts. — 
Außer den jetzt berechneten Spannungen kommen auch noch Schuf - 
spannungen vor, die sich wege^, der Biegung über den Querschnitt 
verteilen und deren Eesultierende =»» P — ■ 1000 kg ist. Wir sahen 
aber früher, daß die Schubspannungen im gebogenen Balken am 
größten in der Nullinie werden und nach den stärker beanspruchten 
Querschnittsteilen hin abnehmen. Dort, wo die größte Biegungs- mit 
der größten Torsionsspannung zusammenfällt, wird die Beanspruchung 
auf gewöhnliche Scherfestigkeit zu Null, und wir brauchen daher 
in der Tat nur auf die soeben berechneten Wert^ von a und r zu 
achten. 

Nach der gewöhnlichen Annahme, die freilich gerade bei einem 
so wenig isotropen Körper wie Holz sehr willkürlich ist, wird die 
Beanspruchung des Materials nach der reduzierten Spannung an der 
gefährlichsten Stelle bemessen. Nach Gl. (37) finden wir dafür mit 



«red - 0,35 ff + 0,65 1/4 1* + ff*, 
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also nach Einsetzen der Zahlenwerte 



c^red == 0,35 . 75 + 0,65 1/67,5* + 75* - nind 92 atm. 

56. Aufgabe, Eine Torsionsfeder ist aus 20 mm starkem Bund- 
stähle gefertigt und hat 10 Windungen von 100 mm Radius, Wie 
groß ist die Tragkraft und die aufgespeicherte Energie^ wenn x gleich 
2000 atm gewählt wird? 

Lösung. Aus Gl. (240) folgt 

ita^t 8,14.1«. 2000 
^ ^ -27" 27lö " ^^^ ^^• 

Für die aufgespeicherte Arbeit liefei-t 61. (243), wenn man darin P 
aus Gl. (240) entnimmt und G — 900000 atm setzt. 



Zehnter Absclinitt 
Die Knickfestigkeit 

§ 64. Ableitung der Eulerschen Formel fiir Stabe mit 

Spitzenlagerung. 

Zunächst nehme ich an^ der Stab, der einer Druckbelastung 
ausgesetzt werden soll, sei vorher genau gerade gewesen. Es 
ist freilich nicht möglich, einen Stab vollkommen gerade zu 
richten und von den kleinen unvermeidlichen Abweichungen 
von der Geraden hangt das Verhalten des Stabes bei der Be- 
anspruchung auf Zerknicken im Gegensatze zu den anderen 
Belastungsarten wesentlich ab. Ich werde indessen nachher 
auf diesen Umstand besonders eingehen und will einstweilen 
davon absehen. Dagegen soll von vornherein darauf Rück- 
sicht genommen werden, daß es auch nicht möglich ist, die 
Belastung absolut genau zentrisch aufzubringen, also so, daß 
die Richtungsliuie der beiden Druckkräfte, die an den Enden 
des Stabes angreifen, genau mit der durch die Querschnitts- 
schwerpunkte gelegten Stabachse zusammenfiele. Immerhin 
sollen aber die Abweichungen beider Linien voneinander 
als klein gegenüber den Querschnittsabmessungen angesehen 
werden; ich setze also mit anderen Worten voraus, daß 
man sich bemüht hatte, die Belastung möglichst genau 
zentrisch aufzubringen, daß dies aber nicht völlig gelungen 
ist und daß man daher auch nicht wissen kann, nach welcher 
Richtung und in welcher Größe Abweichungen vorgekommen 
sind. Darin unterscheidet sich der Fall der Knickfestigkeit 
von dem früher behandelten Falle der gewöhnUchen exzen- 
trischen Druckbelastung. 

Für jeden Querschnitt des Stabes kann man sich die 
Kraft P nach dem Schwerpunkte verlegt denken. Bei dieser 
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ParaUelyerlegung tritt aber noch ein kleines Kräftepaar auf^ 
das neben der gleichförmig verteilten Druckbelastung auch 
eine Verteilung von Biegungsspannungen zur Folge hat. Hier- 
durch wird die vorher gerade Stabachse etwas gekrümmt und 
die Entfernung zwischen dem Querschnittsschwerpunkte und 
der .Richtungslinie von P vergrößert sich dadurch efii wenig. 
Bei der gewohnlichen exzentrischen Druckbelastung braucht 
man darauf keine Rücksicht zu nehmen^ weil dort angenommen 
wird^ daß die Exzentrizität von vornherein verhältnismäßig 
groß war, so daß die geringe Vergrößerung durch die kleine 
Ausbiegung des Stabes dagegen nicht in Betracht kommt. Hier 
aber, wo die ursprüngliche Exzentrizität schon sehr gering war, 
kann es leicht vorkommen, daß die Änderung, die sie durch 
die Ausbiegung erföhrt, von gleicher Größenordnung mit ihr 
ist oder sie selbst noch übertrifft. 

Der Einfachheit wegen will ich annehmen, daß man durch 
die Kraftangriffslinie der P und durch die vorher gerade Stab- 
achse AA eine Ebene legen kann. Abb. 90 möge dann, freilich 



Abb 90. 



in sehr starker Verzerrung, die Lage beider Linien gegen- 
einander angeben. Die zwischen A und A gezogene krumme 
Linie gebe die Gestalt an, in die die vorher gerade Stabachse 
durch die Biegung übergeht. Die ursprüngliche Exzentrizität 
u des Kraftangriffs im Querschnitte x geht in ti -h y üher,und, 
nachdem das Gleichgewicht eingetreten ist, haben wir für das 
Biegimgsmoment M im Querschnitte x 

Die Gleichong der geraden Linie AA lautet 

l — X , X 

« - «0 • -7- + «< • J 
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und für die krumme Linie ÄÄ gilt die Differentialgleichung 
der elastischen Linie 

^®S — ■p(«+y> 

Setzt man noch 

v^u + y, 

so kann diese auch geschrieben werden 

^©g Pv. (244) 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist von der Form 

V'^ ÄBiaax + B cos aXf (245) 

in der Ä und B die beiden Integrationskonstanten sind^ während 
Ky wie man sich durch Einsetzen des angegebenen Ausdrucks 
in die Differentialgleichung überzeugt^ 



— K: 



E9 



(246) 



gewählt werden muß, damit die Differentialgleichung identisch 
erfüllt wird. Die Integrationskonstanten sind mit Hilfe der 
Grenzbedingungen zu bestimmen. Für x ^0 muß t? ■= Mq und 
für a: — i muß v =» w, werden. Daraus folgt 

B^Uq und ^sinal + Uocosa?» u,. 

Löst man die letzte Gleichung nach Ä auf und setzt die Werte 
beider Eonstanten in Gl. (245) ein, so geht sie über in 

8111 iX HS 

V =" -^-^(«*i — ^0 ^^8 ^0 + **o ^^^ ^^' (24 '^) 

Damit ist die Gestalt der elastischen Linie vollständig be- 
kannt. Wir wollen jetzt zusehen, unter welchen Umständen 
es vorkommen kann, daß t; erheblich größer wird, als die 
ursprüngliche Exzentrizität u. Der in der Gleichung für t; 
vorkommende Elammerwert und das letzte Glied Uq cos ax sind 
immer von derselben Größenordnung wie die u selbst, da «ein 
Kosinus ein echter Bruch ist. Wenn also v viel größer als 
die u werden soll, kann dies nur dadurch geschehen, daß 
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der Faktor -: — = vor der Klammer sehr ffroß wird. Denkt 

Binai ^ 

man sich zunächst die Belastung P sehr klein, so daß auch 

a nach 61. (246) sehr klein ist, so kann sin ax » ax und 

sina!» »fi(Z gesetzt werden, und der Faktor vor der Klammer 

ist gleich y, also überall ein echter Bruch. Dies trifft auch 

so lange jedenfalls noch zu, als der Winkel al kleiner als ein 

Rechter, d. h. al kleiner als — ist. Sobald aber P und damit 

a noch weiter wächst, nimmt nun Bin ccl wieder ab, während 
Hin ccx z. B. in der Mitte vorläufig noch weiter zimimmt. Zu 
sehr großen Werten wird der Faktor aber erst dann gelangen 
können, wenn sich beim weiteren Anwachsen von P der Winkel 
al einem gestreckten, sein Sinus also sich der Null nähert, 
während sinaa; dann immer noch größere Werte hat und sich 

für ^ =■ 2^ sogar dem größten Werte nähert, den ein Sinus 
annehmen kann. Zuletzt, wenn 

aZ - Ä (248) 

geworden ist, liefert 61. (247) sogar einen unendlich großen 
Wert für v. Dies ist so zu verstehen, daß kurz vorher schon 
V so groß wird, daß sich der Stab dauernd verbiegt, womit 
die 6ültigkeitsgrenze unserer Betrachtungen überschritten ist. 
Setzt man a aus 61. (246) in 61. (248) ein imd löst nach P 
auf, so erhält man 

Pjc = ^'^- (249) 

Diese Formel wurde zuerst von Euler abgeleitet. Der Wert 
Pf gibt die kritische Belastimg an, die nicht ganz erreicht 
werden darf, ohne den Stab zum Bruche oder zu einer blei- 
benden seitlichen Ausbiegung zu bringen. 

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, daß die ursprüng- 
lichen Exzentrizitäten u in 6L (249) gar nicht mehr vor- 
kommen. Solange die u überhaupt nur klein sind, ist es 
ganz gleichgültig, wie groß sie nun im einzelnen Falle sind; 
die kritische Belastung Pe wird davon nicht berührt. Freilich 
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sieht man nach Gl. (247) auch ein, daß, je größer die u ur- 
sprünglich waren, um so eher jene Ausbiegungen v erreicht 
werden, die schon vor dem vollständigen Ausknicken zu einer 
Überanstrengung des Materials führen. Wenn die u klein 
waren, wird dies aber immer erst kurz vor der Erreichung 
des kritischen Wertes Pe eintreflfen. Vorausgesetzt wird dabei, 
daß die bloße Druckbelastung an sich (also wenn sich der 
Stab nicht ausbiegen würde) erheblich unter der Proportio- 
nalitätsgrenze liegt, daß also selbst Pe noch kleiner als 

Po^F' tf.nl (250) 

ist. Es hängt von der Länge l ab, ob dies zutrifft, und bei 
gegebenem Querschnitte wird das Ausknicken um so eher ein- 
treten, je länger der Stab ist. Kurze Stäbe sind daher nur 
auf einfache Druckbelastung, längere auf Ausknicken zu be- 
rechnen. Von welcher Grenze ab die Knickgefahr in Frage 
kommt, ist durch einen Vergleich der Formeln (249) und 
(250) leicht zu entscheiden; unter den Aufgaben wird ein 
solcher Fall erörtert werden. 

Anmerhung. Man kann die Knickfestigkeit, sowohl in dem 
vorausgehenden einfachsten Falle, als in den weiterhin zu behan- 
delnden (oder auch noch verwiokelteren) Fällen auch auf graphischem 
Wege untersuchen, wie Herr Luigi Vianello (Zeitschr. d. V. D. Ing. 
1898, S. 1436) gezeigt hat. Das Verfahren schließt sich eng an 
das in § 48 auseinandergesetzte an. . Man nimmt zunächst nach Gut- 
dünken irgendeine Form der elastischen Linie an, von der man er- 
warten kann, daß sie sich von der tatsächlich zustande kommenden 
nicht allzusehr unterscheidet. Damit werden die Hebelarme der 
Knicklast und hiermit die Biegungsmomente ftir diese Form der 
Ausbiegung bekannt. Man kann dann die zu diesen Biegungs- 
momenten gehörige elastische Linie nach dem aus der graphischen 
Statik bekannten Verfahren konstruieren. Der Vergleich mit der 
zuerst willkürlich angenommenen Form dieser Linie führt zur Lösung 
der Aufgabe. Sind beide ihrem allgemeinen Verlaufe nach (abge- 
sehen also von dem absoluten Werte der Ausbiegungen) zu weit von- 
einander verschieden, so kann man die erste Annahme entsprechend 
verbessern und die Konstruktion hiermit noch einmal wiederholen. 
Auf jeden Fall kommt es nachher auf das Verhältnis der absoluten 
Größe der Ordinaten für die gewählte imd für die nach dieser An- 
nahme konstruierte elastische Linie an. Das Verhältnis zwischen 
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beiden liefert die Knicksicherbeit, denn man müßte die Last in diesem 
Verbältnisse yergrößem, um beide zur Deckung zu bringen. Im 
übrigen verweise icb auf die angegebene Qaelle. 

§ 65. Stab mit einer ursprüngliclien Erümmimg. 

Ich werde jetzt noch zeigen, daß aach eine anfängliche 
Erummnng des Stabes, wenn der zugehörige Pfeil nur über- 
haupt klein gegen die Querschnittsabmessungen ist, keinen 
merklichen Unterschied herbeiführt. Dazu soll jetzt von der 
Exzentrizität der Eraftangriffslinie abgesehen und Torausgesetzt 
werden, daß die Stabmittellinie aniUnglich eine sehr flache 
Kurve von dem Pfeile f^ bildete. Diesen flachen Bogen kann 
man genau genug als Bogen einer Sinuslinie ansehen, also 

u^/'osinÄ-y (251) 

setzen. Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet 
wie vorher 

oder nach Einsetzen von u 

ii Ä(y + /"o«i°«f)- (252) 

Die schon den Grenzbedingungen (y = für a? « und 
für a; = i) angepaßte Lösung dieser Differentialgleichung lautet 

y^fsm%~j (253) 

wenn mit f zur Abkürzung der Wert 

^^~i (254) 

bezeichnet wird. Die geometrische Bedeutung von f geht aus 
61. (253) ohne weiteres hervor; es ist der größte Wert, den y 

annehmen kann, und dieser tritt ein, wenn -p einen rechten 

Winkel angibt, also für x — — , d. h. f ist die elastische Aus- 
hiegung nach der Seite hin, die die Mitte des Stabes unter 
der Belastung P erfährt. Mit Rücksicht auf GL (249) kann 
man f auch in der Form 

Föppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. 22 
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^-1 
p 



(255) 



schreiben; und man erkennt, daß auch in diesem Falle^ wenn 
der ursprüngliche Krümmungspfeil f^ klein war, eine größere 
Ausbiegung /*, also eine Bruchgefahr durch Ausknicken erst 
dann eintritt, wenn sich P dem Eulerschen Werte Pe nähert. 
Der Winkel, um den sich die Endtangente der elastischen 
Linie bei der Formänderung dreht, sei mit tp bezeichnet. So- 
lange q) klein ist, kann der Bogen gleich der trigonometrischen 
Tangente gesetzt werden, und man hat daher 

oder mit Rücksicht auf GL (253) 

y^Ä^. (256) 

Denkt man sich bei einem Knickversuche mit einem Stabe, 
dessen anfönglicher Erümmungspfeil /^ einige mm, also merk- 
lich mehr beträgt als die unvermeidliche Exzentrizität der 
Eraftangriffslinie, die Lasten P als Abszissen und die zuge- 
hörigen Biegungspfeile /*, die man mit einer geeigneten Vor- 
richtung gemessen hat, als Ordinaten aufgetragen, so muß man 
nach 61. (255) — abgesehen natürlich von unvermeidlichen 
Versuchsfehlem — eine Hyperbel erhalten. Der Winkel, um 
den sich die Stabenden drehen, wächst nach 61. (256) propor- 
tional mit f. Wenn man also auch fp mißt, was mit einer 
Spiegelablesung leicht möglich ist, und es in derselben Weise 
aufträgt, so muß gleichfalls eine Hyperbel entstehen. Die 
senkrechten Asymptoten beider Hyperbeln entsprechen dem 
Eulerschen Werte P =» Pe. 

Diese Folgerungen der Theorie habe ich vor einigen Jahren 
durch den Versuch geprüft und sie gut bestätigt gefunden. 

§ 66. Die wirkliehe Kniokbelastung Pjr. 

Schon in § 64 ist darauf hingewiesen worden, daß der 
Stab schon etwas früher, als der Eulersche Wert Pe erreicht 
ist, zum Bruche oder zu bleibenden Formänderungen gelangt. 
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Wieviel eher dies geschieht, hängt von dem anfänglichen 
Krümmungspfeile f^ in Verbindung mit der anfänglichen Ex- 
zentrizität der Eraftangriffslinie ab. Um eine ungefähre Vor- 
stellung davon zu geben, wie groß die aus diesem Grunde zu 
erwartenden Abweichungen sind, führe ich die Rechnung für 
den Fall durchs daß der Stab anfänglich etwas gekrümmt war, 
während von einer Berücksichtigung der anfänglichen Ex- 
zentrizität abgesehen werden soll, um die Rechnung nicht zu 
weitläufig zu machen. 

Die größte Anstrengung des Materiales tritt im Mittel- 
querschnitte auf. Man hat dort für irgendeine Belastung P 

<y = jf ± — gr— ' <^f 

wenn a den Ahstand der betreflfenden Faser von der zur Null- 
linie parallelen Schwerlinie angibt. Für f kann man den Wert 
aus 61. (255) einsetzen. Die wirkliche Knickbelastung Pjr wird 
schon dann nahezu erreicht, wenn die größte im Querschnitte 
vorkommende Spannung 6 die Proportionalitätsgrenze über, 
schreitet, denn sobald dies geschehen ist, wachsen die Aus- 
biegungen schneller als nach den vorausgehenden Formeln, und 
der Bruch wird dadurch alsbald herbeigeführt. Wir erhalten 
daher Pjr durch Auflösung der Gleichung 

^,' _ P + ^(/i + ^._|_) 

nach P, wenn wir darin unter 6' die Proportionalitätsgrenze 

des Materiales gegen Druck und unter a den Abstand der 

äußersten Kante von der Schwerlinie verstehen. Für F6' sei 
zur Abkürzung wieder Fd geschrieben, also jene Belastung 

unter diesem Zeichen verstanden, die bei einfacher Druck- 
belastung eines kurzen Abschnittes des Stabes zur Über- 
schreitung der Proportionalitätsgrenze führt. Die Gleichung 
ist vom zweiten Grade für P, und ihre Auflösung liefert, 
wenn wir zur Abkürzung die absolute Zahl 

setzen, für Pjr 

22* 
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■P^ + (T + i)P^ _^^/^ Pß + (.n + 1) I'eV 



Von den beiden Werten ist immer der kleinere zu nehmen, 
das Wurzelvorzeichen also stets so zu wählen, daß das Wurzel- 
glied negativ wird. Mit f^ ^ 0, also bei einem ursprünglich 
geraden Stabe, wird tj ^0 und Pjc ==« Pe, vorausgesetzt, daß 
Pi> > Fe ist. Sollte dagegen Pj) < Pe sein, also bei einem 
kurzen Stabe, so erhält man nach der Bemerkung über das 
Wurzel Vorzeichen Pjc^Pd- Auf diese Weise unterscheidet 
die Formel auch zwischen dem Falle der Knickfestigkeit und 
der bloßen Druckbelastung. Um eine Vorstellung davon zu 
geben, wie groß der Unterschied zwischen Px und Pe werden 
kann, führe ich folgende Zahlen an. 

Der Stab sei ein gleichschenkligeis Winkeleisen von 70 mm 
Schenkellänge und 9 mm Schenkelstärke, der Elastizitätsmodul 
sei gleich 2110000 atm und die Proportionalitätsgrenze gleich 
2000 atm. Der anfängliche Krümmungspfeil /i sei zu 1 mm 
angenommen. Dann erhält man für die Länge von 2 m: 

Pn^23fit, Pe^ 11,8t, Pjr=10,4^, 

für die Länge von 3 m: 

Pz>-23,6^ P^-5,2^, Pjr-5,0«, 

im ersten Falle also schon ziemlich erheblich verschiedene 
Werte von Pe und Pjr. Der Unterschied zwischen beiden 
wächst schnell, wenn man ^ vergrößert. Bei dem längeren 
Stabe ist bei dem gewählten f^ der Unterschied geringer; man 
muß aber beachten, daß es um so schwieriger ist, einen Stab 
hinreichend genau gerade zu richten, je länger er ist. 

Unter der Voraussetzung, daß ri ein kleiner Bruch ist (daß also 
/q klein ist gegenüber dem Trägheitshalbmesser des Querschnittes), 
kann man den unter dem Wurzelzeichen in 61. (257) stehenden Aus- 
druck mit Vernachlässigung des mit ij' behafteten Gliedes nftherungs- 
weise ersetzen durch 

i(Pz,» + 2(,j + l)PßPi + {2ri + l)Pjc* - 4PoPvc) 

- \ {{Pd - PeY + 2fiPjr{PD + Pe)) 



i 
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Wenn ferner Fj) erheblich größer als Fe ist, also bei einem recht 
schlanken Stabe, kann man genau gentig 

l/(Pz> - JPeY + ^nM^D + Pe) -Pd-Pe + v -^^^^ 

D E 

setzen, und GL (257^ geht damit näherungs weise über in 

Pk-Pe-ii p^Ip • (258) 

Diese Gleichung gestattet einen bequemen Überschlag über die 
ungefähr zu erwartende Abweichung der wirklichen Knickbelastung 
F]c von dem Eulerschen Werte Pj?. Wenn Fd nicht erheblich größer 
als Fe ist, muß man aber natürlich auf die ursprüngliche Gl. (257) 
zurückgehen. 

Wie ich schon erwähnte, kann Gl. (257) auch dann an- 
gewendet werden ; wenn ein eigentliches Ausknicken gar nicht 
zu erwarten, wenn also P/) kleiner ist als P^. Der unmittel- 
baren Anwendung steht aber die Schwierigkeit im Wege, daß 
man in der Regel im Ungewissen darüber ist, welchen Wert 
Ton /q oder von iq man im gegebenen Falle als den wahr- 
scheinlichsten anzusehen hat.^) Außerdem ist bei der Ableitung 
von GL (257) auch noch nicht auf die unvermeidliche Ex- 
zentrizität des Kraftangriffes Rücksicht genommen. Die An- 
wendung einer empirischen Formel, die Herr v. Tetmajer aus 
zahlreichen Versuchen mit Stäben aus verschiedenen Stoffen 
abgeleitet hat, ist daher in solchen Fällen mehr zu empfehlen. 
Bezeichnet man den kleinsten Tiügheitshalbmesser des Quer- 
schnittes mit », so kann nach v. Tetmajer für P/) > Pe 

Pjc'^aF'-b^^ (259) 

gesetzt werden. Die Konstanten a und b sind nach den Ver- 
suchen ermittelt, und zwar für 

Schweißeisen . . . . a -= 3030 atm, b — 12,90 atm 

Weiches Flußeisen . . a « 3100 „ 6 = 11,40 „ 

Härteres Flußeisen . . a - 3210 „ 6 = 11,60 „ 

Lufttrocknes Nadelholz . a =» 293 „ ö ^ 1,94 „ 

1) Herr Prof. Eayser in Dannstadt empfiehlt, f^ =« - - za setzen ; siehe 

«eine Abhandlong „Über die Berechnung von Drackstälen**, Zentralbl. 
d. Bauverwaltung 1912, S. 121. 
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Für Gußeisen reicht 61. (259) mit zwei Konstanten nicht 
aus. Für Stäbe mit Längenverhältnissen — — 5 bis 80 setzt 
Herr v. Tetmajer nach seinen Versuchen 

^ « (o,53 (I)*- 120| + 7760) atm. . (260) 

Für schlankere Stäbe wird die Anwendung der Eulerschen 
Formel empfohlen. Bei allen diesen Formeln wird voraus- 
gesetzt, daß die Enden um Spitzen drehbar gelagert sind. 



§ 67. Stab mit Einspannung an einem oder an beiden Enden. 

Wir betrachten zunächst einen Stab, der an beiden Enden 
festgehalten wird und dort als fest eingespannt betrachtet werden 
kann. Freilich ist es schwer möglich, diese Voraussetzung genau 
zu verwirklichen, die Anordnung an den Stabenden also so zu 
treffen, daß in der Tat jede kleine Drehung der Endtangenten 
der elastischen Linie verhindert wird. Es ist aber immerhin 
nützlich, sich Rechenschaft darüber zu geben, wie groß die 
Enicklast in diesem Falle würde, wenn man auch bei der 
praktischen Anwendung besser tun wird, auf die genaue Er- 
füUung der genannten Bedingung nicht zu rechnen, die wirk- 
liche Tragfähigkeit des Stabes also entsprechend niedriger ein- 
zuschätzen. Diese Einschätzung muß dem Ermessen des 
Konstrukteurs im einzelnen Falle überlassen bleiben; sie wird 
sich in erster Linie nach dem Vertrauen zu richten haben, 
das man im gegebenen Falle in die Güte der Einspannung 
setzen kann. Wenn z. B. ein Stab einfach mit stumpfen 
Enden zwischen die Druckplatten einer Festigkcitsmaschine 
eingespannt wird, wird man bedenken müssen, daß eine geringe 

Unebenheit der Endquerschnitte eine Drehung trotzdem er- 
möglichen kann oder daß sich auch die Druckplatten selbst 
unter Umstanden etwas schief stellen können, wenn sie nicht 
ganz besonders gut geführt sind. Bei der Ausführung eines 
E[nickverBUches dieser Art kann man sich von der Wirksamkeit 
der Einspannung übrigens leicht dadurch überzeugen, daß man 
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an dem Stabende einen kleinen Spiegel anbringt, auf den man 
ein Femrohr richtet, um das Spiegelbild eines festen Maßstabes 
darin zu beobachten. Bei genauer Einspannung darf sich der 
Spiegel nicht drehen.^) 

Bei der folgenden Rechnung nehme ich indessen aU; daß 
die feste Einspannung genau verwirklicht sei. Die beiden 
Endtangenten der elastischen Linie in Abb. 91 fallen dann 




Abb. 91. 

miteinander und mit der ursprünglichen Lage der Stabachse 

oder auch mit der Richtungslinie der Kräfte P zusammen, 
wenn wir jetzt der Einfachheit wegen von der Berücksich- 
tigung der anfänglichen Exzentrizität der Eraftangriffslinie 
ebenso wie von der ursprünglichen Krümmung des Stabes 
absehen. Wir wollen untersuchen^ bei welchem Werte von 
P der durch Abb. 91 angegebene Gleichgewichtszustand be- 
stehen kann. 

Für den Querschnitt mit der Abszisse x haben wir links 
vom Schnitte außer der Kraft P noch ein Kräftepaar, das 
auf das Stabende übertragen werden muß, um eine Drehung 
zu verhindern. Das Moment dieses Kräfbepaares heißt das 
Einspannmoment oder auch das Anfangsmoment und soll mit 
Mq bezeichnet werden. Das Biegungsmoment für den Quer- 
schnitt X ist dann 

M^M^ + Py (261) 

und die Gleichung der elastischen Linie liefert 

1) Einen Belastangsversucb mit einer großen gußeisernen Säule 
habe ich auf diese Art ausgeführt. Die Belastung wurde auf y, der zu 
erwartenden Enicklast gesteigert. Es zeigte sich, daß sich die Stab- 
enden fast um dasselbe Maß drehten, das man bei einer Spitzenlagerung 
der Enden hätte erwarten können. Dieses Resultat bestätigt von neuem, 
wie wenig man sich auf die durch eine stumpfe Auflagerung der Eopf- 
und der Fußplatte bewirkte Einspannung verlassen kann (Mitteilungen 
meines Laborat., Heft 27). 
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■^®S — W + Py)- (262) 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet 

y ^ Ä sinaa? + B coaax — p , (263) 

wenn unter et, wie schon früher, zur Abkürzung der Wert 



"-Vis 



verstanden wird, während Ä und B die beiden Integrations- 
konstanten sind. Für ^ » muß y verschwinden; daher ist 



ZU setzen. Femer muß wegen der Einspannung der Differen- 
tialquotient ^ sowohl für :r — als für « — i verschwinden. 
Man hat 

—■ — Aa cosax — J>a smax. 
dx ' 

und daher zunächst ^ — und femer 

Ba sinaZ ^ 0. 

In der letzten Gleichung ist sowohl der Faktor B als der 
Faktor a von Null verschieden, daher muß sin «i — sein. 
Der Winkel al ist nicht Null; damit der angenommene Gleich- 
gewichtszustand bestehen kann^ muß daher die Last P so weit 
gesteigei-t werden, bis al = n oder ein Vielfaches von n ge- 
worden ist. Wollte man ai « ä setzen, so wäre zwar die 
eine Grenzbedingung erfüllt, aber nicht zugleich die noch aus- 
stehende, daß auch y für a? « i verschwinden muß. Diese 
Lösung würde daher für den von dem vorliegenden verschie- 
denen Fall passen, daß sich das rechte Ende des Stabes zwar 
nicht drehen, wohl aber frei in der Richtung der y-Achse ver- 
schieben könnte. Um der letzten Grenzbedingung zu genügen, 
muß vielmehr auch 

£cosai-^^-0 
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oder coBal =- + 1 sein und nicht gleich — 1, wie für al'^yt. 
Um den zur Untersuchung gestellten Fall zu verwirklichen, 
müssen wir daher die Last P noch weiter wachsen lassen, bis 
al^ 2üt geworden ist. Setzt man in diese Gleichung den 
Wert von a ein und löst nach P auf, so erhält man 

P-4;r«^. ^ (264) 

Der kritische Wert der Belastung ist also bei un- 
wandelbar eingespannten Enden viermal so groß als 
bei frei drehbaren Enden. Wenn P kleiner ist, kann der 
angenommene Gleichgewichtszustand nicht bestehen bleiben, 
und der Stab streckt sich, wenn er sich selbst überlassen wird/ 
wieder gerade. Bei größerem P schreitet dagegen die Biegung 
immer weiter fort, bis sie zum Zusammenbruche führt. 

Natürlich wird durch die anfangliche Exzentrizität des 
Kraftangriffs usf. der Bruch noch etwas beschleunig^^ und die 
darüber in den früheren Paragraphen durchgeführten Betrach- 
tungen lassen sich fast ohne Änderung auf den vorliegenden 
Fall übertragen; hier ist nur deshalb davon abgesehen worden, 
um die Untersuchung nicht zu weitläufig zu gestalten. 

Femer sei hier der Fall untersucht, daß der Stab nur am 
einen Ende als eingespannt, am anderen aber als frei drehbar 
befestigt angenommen werden kann. Die Untersuchung ist 
ganz ähnlich der vorigen. Man muß beachten, daß an dem 
drehbar befestigten Ende auch eine quer zur Stabachse gerichtete 
Kraft V übertragen werden muß, um dieses Ende gegen eine 
Verschiebung im Sinne der y-Aehse zu schützen« Für das 
Biegungsmoment M im Querschnitte x erhält man 

Jf-Py-FiT, (265) 

woraus der Reihe nach folgt 

Ee^, Py+Vx, (266) 

y mm Aninax + B cos ax +-pX, (267) 

wenn a die frühere Bedeutung hat. Wegen y — für a: — 
folgt B^O und wegen y — ö für x ^l 
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VI 



^-- 



Psinal 



Damit sind die Integrationskonstanten bestimmt. Dagegen ist 
V noch unbekannt, während zugleich noch die Grenzbedingung 

^ « für x^l zur Verfügung steht. Mit -B — hat man 

durch Differentii'eren 

j^ — -da cos aa; + -ö f 
dx ' P' 

also muß die Gleichung 

^ Val cos al , V^ 

^ " Psinal "*■ P 

erfüllt sein. Die Auflösung nach V würde V^O, hiermit 
aber auch A^Q und schließlich auch y »- liefern. Das 
ist natürlich ein möglicher Gleichgewichtszustand , nämlich 
jener, bei dem der Stab unter der Belastung geradlinig bleibt 
Für diesen interessieren wir uns aber nicht, und in der Tat 
wird die vorstehende Gleichung bei einem beliebigen . Werte 
von V auch dann noch erfüllt, wenn 

al cos ctl 



sin al 



1 oder al » tg al 



Abb. 92. 

ist. Dies ist eine transzendente Gleichung für al^ die unend- 
lich viele Wurzeln hat; für uns kommt aber nur die kleinste 
auf al^^O folgende in Betracht, da es sich nur darum handelt, 
wie weit wir P wachsen lassen müssen, um eine Ausbiegung, 
wie sie in Abb. 92 gezeichnet ist, eben noch aufrechterhalten 
zu können. Man sieht leicht ein, daß al jedenfalls größer 
als 7C werden muß, um die Tangente des Winkels gleich dem 
Bogen zu machen und durch Probieren findet man, daß ungefähr 

al - 4,49 

die gesuchte Wurzel der Gleichung ist. Das Quadrat von 4,49 
kann gleich 20 gesetzt werden und mit Rücksicht auf die Be- 
deutung von a erhält man daher 
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P-20^r, (268) 

also ziemlich genau das Doppelte der Knickkraft für den Stab 
mit &ei drehbaren Enden oder die Hälfte des für den Stab 
mit beiderseits eingespannten Enden gefundenen Wertes. Anstatt 
dessen kann man Gl. (268) auch dahin aussprechen ; daß der 
am einen Ende eingespannte und am anderen drehbar ge- 
lagerte Stab dieselbe Knickfestigkeit hat; als wenn er beider, 
seits drehbar gelagert wäre, falls zugleich an Stelle der Länge l 

die Länge -j= genommen wird. 

Endlich wird sich ein Stab; der an einem Ende eicgespannt; 
am anderen Ende aber frei beweglich ist, beim Aust nicken in 
der Art ausbiegen, wie es in Abb. 93 angegeben ist 
Um die Größe der Enicklast für diesen Befestigungs- J ^ 

fall zu ermitteln^ genügt es^ darauf hinzuweisen^ daß 
sich der Stab ' in derselben Lage befindet, wie die 
eine Hälfte eines Stabes von der doppelten Länge, der 
zwischen Spitzen drehbar gelagert ist. Durch die 
punktiert angegebene Fortsetzung der Stabmittellinie 
nach untenhin ist dies in Abb. 93 angedeutet. Die- 
selbe Last P, die erforderlich ist, um die in der Figur ^^^^^^ 
angegebene Ausbiegung des Stabs von der Länge 21 
aufrechtzuhalten, genügt auch für den durch die aus- 
gezogene Linie allein angegebenen Stab von der Länge 
l. Aus Gleichung (249), in der man nur l durch 21 
zu ersetzen hat, erhält man daher 

P*-i«»4^- (268a) ^,,.,,. 



li 



. § 68. Knicken bei gleichzeitiger Biegungsbelastung. 

Der Stab möge in der Mitte eine Biegungslast Q tragen (ygl. 
Abb. 94). Für das Biegungsmoment im Querschnitte x erhält man 



jf--|« + py 



and hieraus 
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Q 

y ^ Ä sin ax + B cos ax — Yp^' 

Die elastische Linie zerfällt in zwei Äste, die sich in der Mitte 
aneinander schließen. Für jeden Ast sind die Konstanten Ä und B 
gesondert zu hestimmen; hier genügt es indessen der Symmetrie 



P- 




wegen, nur einen Ast näher ins Auge zu fassen. Wir wählen äffu 



sein. 



Unken; f ür « =« muß y ^0 und f ür a; = y muß g| "■ 

Die erste Grenzhedingung liefert 5 = 0, und aus der zweiten folgt 

Q 



2 Pa cos 



al 



Setzt man dies in die Gleichung für y ein und wählt darin nach- 
träglich a; = "ö", um die größte Ausweichung, nämlich den Biegungs- 
pfeil f zu erhalten, so wird 

al 

Die Formel liefert einen unendlich großen Wert für f, wenn -^' 

E& 

zu einem rechten Winkel, al also =» tt und daher P=«'-|7- 

wird. Die Biegungsbelastung ändert also in diesem Sinne nichts 
an der kritischen Belastung auf Zerknicken, die ebenso groß bleibt, 
als wenn Q nicht vorhanden wäre. Dieser Schluß ist aber mit Vor- 
sicht aufzunehmen, denn er bezieht sich ja nur auf die rein elastischen 
Erscheinungen und nimmt auf die schon vor der Erreichung der 
kritischen Belastung eintretende Überschreitung der Proportiönalitäts- 
grenze keine Bücksicht. So wie wir schon früher fanden, daß Pk 
wegen der Exzentrizität des Kraftangriffs usf. kleiner ist als Pei muß 
auch hier die wirklichiB Knick belastung kleiner ausfallen als der 
Eulersche Wert, und zwar um so mehr, je größer Q ist. 
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Für die Spannung in einer Faser des mittleren Querschnittes 
erhält man bei Benutzung derselben Bezeichnungen wie bei der ähn- 
lichen Untersuchung in § 66 



^±(¥+^^)i 



In diese Gleichung ist f nach 61. (269) einzuführen, ebenso für a 
der Wert einzusetzen und hierauf die Gleichung nach P aufzulösen, 
womit man ebenso wie in § 66 Pjc erhält. Dabei tritt freilich die 
Schwierigkeit auf, daß die Gleichung transzendent ist; um darüber 
leichter hinweg zu kommen, ersetze ich Gl. (269) noch durch eine 
Näherungsformel, indem ich von der Beihenentwicklung 

^ * "" * "^ « "^ 16 "^ 316 "*■ 2836 + * * * 

Gebrauch mache, die konvergent ist bis a? «■ — . Bei Festigkeits- 

berechnungen wird es sich meistens um Lasten handeln^ die erheb- 
lich unter der Bruchbelastung bleiben, da man noch eine gewisse 

Sicherheit nötig hat. Jedenfalls ist daher auch — bei einem Falle 

der praktischen Anwendung erheblich kleiner als -^ und selbst noch 

kleiner als die Einheit. In diesem Falle konvergiert die Reihe 
ziemlich schnell, und für eine Annäherung wird es genügen, die drei 
ersten Glieder zu berücksichtigen. Man erhält dann an Stelle von 
GL (269) 

' 48P V "^ 10/ 
oder, wenn man noch den Wert von a einsetzt, 

-fSe(^ + wSs)' (270) 

Das erste Glied in der Klammer entspricht dem Biegungspfeile 
für P «s und stimmt auch in der Tat mit dem früher far die 
Biegungsbelastung Q gefnndenen Pfeile (Gl. (82)) genau überein. 

Schreiben wir für diesen Anteil, also auch für den Faktor vor der 
Klammer, /o und beachten wir, daß im zweiten Gliede der Faktor 10 
im Nenner nahezu mit n^ übereinstimmt und daß sich dieses Glied 

daher in der Form p- schreiben läßt, so vereinfacht sich Gl. (270) 



P£ 



noch weiter zu 



f-fo-^^ (271) 



E 
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Die Gleichung für c geht jetzt, nach Multiplikation mit F und mit 
Fa =- Fd über in 

P.-P+(¥+P-^fo)¥. (272) 

die ohne weiteres nach P aufgelöst werden kann und damit P^- liefert. 
Solange P erheblich kleiner bleibt als Fe-^ erkeunt man übrigens 
schon aus Gl. (271), daß der Biegungspfeil dm-ch die Zufügung von 
P gegenüber f^ nur wenig geändert wird. Daraus ist zu schließen, 
daß die Biegangsspannungen auch nur ungefähr in demselben Ver- 
hältnisse wachsen, wozu dann freilich noch die gleichförmig über 

den Querschnitt verteilte Belastung -= kommt. 

Nach Auflösung der quadratischen Gleichung (272) nach P hat 
man übrigens für f^ nachträglich wieder den Wert einzusetzen, für 
den es zur Abkürzung diente; von der weiteren Ausrechnung, die gar 
keine Schwierigkeiten mehr bietet, möge hier abgesehen werden. 

i. Anmer'kMng, Eng verwandt mit dem hier besprochenen Falle 
ist ein anderer, der nicht ohne praktische Bedeutung ist und der von 
Herrn M. Tolle ausführlich behandelt wurde (Zeitschr. d. V. D. Ing. 1 89 7, 
S. 855). Man denke sich zunächst die Richtung der Kräfte P in 
Abb. 94 umgekehrt. Von einem Ausknicken kann dann zwar nicht 
mehr die Bede sein, da die Zugkraft P die durch die Biegungslast 
Q bewirkte Ausbiegung im Gegenteile zu verkleinem sucht. Dies 
hindert indessen nicht, daß die allgemeinen Betrachtungen zu Anfang 
des Paragraphen beibehalten werden können, falls man nur in den 
Formeln P überall negativ setzt. 

Femer denke man sich den Stab als eine dünne und lange Zug- 
stange, etwa von kreisförmigem Querschnitte, die nur durch ihr 
Eigengewicht auf Biegung beansprucht wird. Au<^ dann kann man 
mit geringen Änderungen die vorausgehenden Entwicklungen be- 
nutzen; man braucht nur das durch die Einzellast Q hervorgerufene 
Biegungsmoment durch das von der Eigenlast herrührende zu er- 
setzen. Schließlich nehme man an, daß die Zugstange an beiden 
Enden festgehalten ist, so daß die zur Biegungslinie gehörige Bogen- 
se^e die unveränderliche Länge l behalten muß. Damit kommt 
man auf den von Tolle behandelten Fall; die zugehörige Biegungs- 
linie wird von ihm als eine „steife Kettenlinie" bezeichnet. Die Zug- 
kraft P ist^ jetzt nicht mehr gegeben, sondern aus den Bedmgungen 
der Aufgabe zu ermitteln. Die Lösung findet man natürlich im 
wesentlichen auf dieselbe Art wie vorher, indem man zuerst die 
Diflferentialgleichung der elastischen Linie aufstellt, diese integriert 
und die Integrationskonstanten den Grenzbedingungen gemäß bestimmt, 
wobei sich auch der Wert von P ergibt. Man kann aus dieser Be- 
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trachtung nützliche Schlüsse über die beste Anordnung solcher Zugstan- 
gen ziehen, worüber aber hier nur auf die Quelle verwiesen werden kann. 
2, Anmerkung. Auch das Tragseil einer Drahtseilbahn befindet 
sich unter Bedingungen, die mit den hier behandelten bei negativem 
Werte von P nahezu übereinstimmen und die daher auch in ganz 
ähnlicher Weise theoretisch behandelt werden können. In einer Ab- 
handlung von J. Isaachsen in der Z. d. V. D. Ing. 1907, S. 652, sind 
die Formeln für die Biegungsbeanspruchung von Tragseilen anschei- 
nend zum ersten Male richtig abgeleitet worden. Eine ausführlichere 
Darstellung, die nach verschiedenen Dichtungen weiter geht und sich 
auf Versuche stützt und mit der ich mich im wesentlichen einver- 
standen erklären kann, findet man in der Schrift vqn Privatdozent 
Bich. Woemle in Karlsruhe „Zur Beurteilung der Drahtseilschwebe- 
bahnen für Personenbeförderung u. s. f.", Berlin, M. Krayn, 1913. 

§ 69. Kniokformel von Kavier, Schwarz, Bankine. 

Die Zuverlässigkeit der Eulerschen Theorie der Knick- 
festigkeit wurde lange Zeit hindurch angezweifelt. Erst nach- 
dem sich bei der Ansführung genauer Versuche in den letzten 
Jahrzehnten herausgestellt hatte, daß die Eulersche Theorie in 
sehr guter Übereinstimmung mit dem tatsächlichen Verhalten 
auf Knicken beanspruchter Stäbe steht; kam sie in allgemeinere 
Aufnahme in der ausübenden Technik. Vorher behalf man 

sich mit anderen Formeln, von denen die in der Überschrift; 
genannte am meisten angewendet wurde. Sie wird aber auch 

jetzt noch häufig gebraucht und in den letzten Jahren vielleicht 
sogar noch mehr als kurz vorher, so daß sie hier jedenfalls 
erörtert werden muß, wenn ich auch selbst der Eulerschen 
Formel, unter der Voraussetzung, daß sie in verstandiger Weise 
angewendet wird, den Vorzug gebe. 

Die Formel ist zu verschiedenen Zeiten auf verschiedenen 
Wegen gefunden worden, und sie wird daher bald als die 
Naviersche, bald als die Schwarzsehe, bald als die Bankine- 
sehe bezeichnet. Man geht bei ihrer Ableitung am einfachsten 
von der an sich ganz berechtigten Annahme aus, daß die 
Kraft P wegen zufälliger Abweichungen der Stabsachse von 
der geraden Linie und wegen der unvermeidlichen Exzentrizität 
des Kraftangriffes von vornherein an einem Hebelarme p wirkt. 
Für diesen Hebelarm setze man hypothetisch 
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worin x eine absolute Zahl ist; die aus Versuchen zu bestim- 
men ist. Zur Rechtfertigung für den Ansatz (273) kann man 
anführen; daß Abweichungen der genannten Art um so eher 
eintreten, je großer die Länge l im Vergleiche zn dem Ab- 
stände a der äußersten Faser von der in Frage kommenden 
Schwerlinie ist Freilich ließe sich diese Überlegung auch 
noch auf andere Art zum Ausdrucke bringen und 61. (273) 
haftet daher eine Willkür an, die nur durch die nachträgliche 
Bestätigung durch die Erfahrung gehoben werden könnte. 
Nimmt man 61. (273) aber an, so ist damit der Fall der 
Knickfestigkeit auf den der gewöhnlichen exzentrischen Druck- 
belastung zurückgeführt. Für die Spannung an der äußersten 
Faser erhält man 

<'-| + ^-«-|(l + «?); (274) 

wenn mit i der Trägheitsradius bezeichnet wird. 

Der zulässige Wert der Druckbelastung folgt daraus 



F6 , 



S1Ü 



und das ist die Formel, um deren Ableitung es sich handelte. 
Als ein Vorzug dieser Formel darf es betrachtet werden, daß 
sie die gewöhnliche Druckbeanspruchung für kleine Stablängen 
l zugleich mit umfaßt. Sie trägt hierbei dem Umstände Rech- 
nung, daß eine zunehmende Exzentrizität des KraflangriffeB 
bei wachsender Stablänge in der Regel auch dann schon zu 
erwarten ist, wenn ein Ausknicken überhaupt noch nicht in 
Frage kommt. Für jene Längenverhältnisse Ijiy bei denen die 
Enickgefahr eintritt, stimmt sie dagegen mit den Versachs- 
ergebnissen weniger gut überein als die Eulersche Formel. 
Natürlich ist es immer möglich, 61. (275) zur Übereinstimmung 
mit irgendeinem bestimmten Versuchsergebnisse zu bringen, 
wenn man die Eonstante x passend wählt. In dieser Hinsicht 
haben alle Formeln, in die man einen aus den Versuchen selbst 
erst zu bestimmenden Koeffizienten einfühii, einen Vorsprung 
Yor anderen, die iauf rationellerem Wege abgeleitet sind, wie 
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die Eulerscbe Formel^ die schon durch einen einzigen Versuch 
widerlegt werden könnte, wenn sie auf einer falschen Grund- 
lage beruhte. Es ist auch klar, daß man 61. (275) ohne Be- 
sorgnis auf eine ganze Qruppe yerwandter Fälle anwenden 
kann, wenn man x aus einem Knickversuche entnimmt, der 
unter ganz ähnlichen Umständen angestellt wurde. Bei Festig- 
keitsberechnungen dieser Art handelt es sich ja ohnehin mehr 
um eine ungefähre Abschätzung als um die Gewinnung genau 
richtiger Werte. Eine wissenschaftliche Bedeutung könnte man 
Gl. (275) aber nur dann zusprechen, wenn die Eonstante x 
nur Ton dem Baustoffe abhängig wäre und bei allen Längen- 
yerMltnissen des Stabes wirklich als konstant betrachtet wer- 
den dürfte. Das trifft aber, wie namentlich aus den Versuchen 
V. Tetmajers herrorgeht, keineswegs zu. In jedem anderen 
Falle der Anwendung müßte man, um ganz sicher zu gehen, 
einen anderen Wert von x einführen, und die Brauchbarkeit 
des Resultates hängt davon ab, ob man den im gegebenen 
Falle zutreffenden Wert von x richtig eingeschätzt hat. 

Aufgaben. 

57. Aufgabe. Bei ioelchem Verhältnisse der Querschnittseite a 
zur Länge l beginnt die Knickgefahr für einen guadraiischen Stab 
nach der Eülerschen Formel? 

Lösung, Man setze 

und verstehe unter a die Proportionalitätsgrenze für Druck. Da 
=* — und F «^ a^ ist, erhält man durch Auflösung der Glei- 
chung nach l 



l 



«^r?.- 



Wenn z. B. für Flußeisen JE;« 2100000, <y -« 2000 atm gesetzt 
wird, liefert dies 

- = 29,4. 
a ' 

Bei der Ableitung ist vorausgesetzt, daß die Stabenden frei dreh- 
bar sind. 

FGppl, Festigkeitslehre. 5. Anfl. 23 
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58. Aufgabe. Wie groß ist die Last, die eine gußeiserne 
Säule von 20 cm äußerem Durchmesser und 2 cm Wandstärke hei 
6 m Höhe a) nach der Eulerschen, b) nach der Schwarzsehen Formel 
mit Sicherheit tragen kann^ wenn E *» 1000000 atm, Czvi "=■ 700 atm, 
X « 0,0002 gesetzt wird? 

Lösung, Die Querschnittsfläche F ist 

2^=«(10«— 8ä)«113 cm«. 
Das Trägheitsmoment G ist 

0«J(1O*-. 8*) = 4630cm* und i» = ^ = 41 cm«. 

Bei Anwendung der Eulerschen Formel setzen wir voraus, daß das 
obere Ende der Säule durch das Gebälk, das sie trägt, gegen eine 
Verschiebung in horizontaler Bichtung gestützt sei. Gewöhnlich 
wird dies zutreffen; natürlich ist aber im gegebenen Falle sorgföltig 
darüber nachzudenken, ob die Voraussetzung wirklich berechtigt ist. 
Sonst ist die doppelte Länge in die Formel einzuführen. Dagegen 
sehen wir von der Berücksichtigung einer etwaigen Einspannung der 
Enden der Sicherheit wegen ab. Die Enicklast wird dann nach der 
Eulerschen Foimel 

E9 10<* • 46 30 

P " 1^ • 600' 



P^= «^ ^ - 10 . ^^4nS^ - 128600 kg. 



Man pflegt bei Gußeisen eine sechsfache Sicherheit gegen Aus- 
knicken zu verlangen, daher setzen wir 

P«i-iP^- 21400 kg. 
Nach der Schwarzsehen Formel wird dagegen 

l + .j, 1+2.10 '.-jj- 

Ich selbst würde dem ersten Resultate den Vorzug geben, hätte 
aber auch gegen die Belastung mit 28600 kg nicht viel einzu- 
wenden, da der Sicherheitsgrad im ersten Falle ziemlich willkürlich 
eingeschätzt ist. 

Anmerkung, Als Beispiel mag hier noch erwähnt werden, 
daß nach der Münchener Bauordnung für die Berechnung gußeiserner 
Säulen die Anwendung der Schwarzsehen Formel mit den Koeffizienten 
X = 0,0006 und tfaui = 1000 atm vorgeschrieben ist. Damit würde 
P«ui=» 18000 kg. Sonst werden aber beide Koeffizienten gewöhn- 
lich kleiner angenommen als nach dieser Vorschrift. 
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69, Aufgabe. Ein aufrecht stehender Stab ist am unteren 
Ende fest eingespannt. Das obere Ende ist frei drehbar und Jcann 
sich zugleich in horizontaler Bichtung etwas verschieben. Dabei soU 
aber ein elastischer Widerstand auftreten, der der Größe der Aus- 
weichung propotiional ist. Man denke sich etwa das obere Ende 
durch horizontale Zugstangen gehalten, die bei einer Ausweichung 
des Befestigungspunktes in Spannung geraten. Man soU die Knick- 
festigkeit des Stabes berechnen. 

Lösung. Die Ausweichung des oberen Endes sei y^ und von 
diesem Ende aus seien die Abszissen x gerechnet. Dann tritt hier 
eine horizontale Kraft H auf, die 

S^cy^ 

gesetzt werden kann. Der Faktor c hängt von der Elastizität der 
Zugstangen ab, die das obere Ende halten^ und ist hier als gegeben 
zu betrachten. Für den Querschnitt mit der Abszisse x hat man 

M'-Hx + Piy- yo). 
und die Gleichung der elastischen Linie lautet 

Die allgemeine Lösung ist 

y == A sin ax -{- B cos ax — pP^x + y^ , 

wenn a dieselbe Bedeutung wie früher hat. Für a? =» muß y *■ y© 

dy 

sein; daraus folgt JB =» 0. Femer ist für a? = Z sowohl x als ^ 

ax 

gleich Null. Dies liefert die Gleichungen 

O^Asmal^'-^+y^, 

^aA cos al-^' 

Löst man beide nach A auf, so erhält man 

A — cl — P . c 

^ "" ^0 * Psin aP ^ "" ^0 * Pa cos al * 

Damit diese Gleichimgen miteinander bestehen können, muB 

cl — P _ c 
sin ccl a cos a l 

23* 
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sein. In anderer Form läßt sich diese Bedingnngsgleichung auch 
schreiben 

* 7 7 «^ 

oder, wenn man P in a ausdrückt, 

tgai — aZ — (a/)'--^- 

Die kleinste Wurzel dieser transzendenten Gleichung, die im ein- 
zelnen Falle durch Probieren aufzulösen ist, liefert al und hiermit 
die Enicklast P. 

Setzt man c »* oo , so ist der Stab oben ganz festgehalten^ 
und wir konunen damit auf den schon in § 67 ausführlich be- 
handelten Fall Wenn umgekehrt c » gesetzt wird, ist das 
obere Stabende in horizontaler Richtung frei beweglich^ und die 
Gleichung geht über in tga? = Hhcx). Diese liefert die Lösung 

aZ - I und daher 

«' EG 

in Übereinstimmung mit GL 268a, S. 347. 

60, Aufgabe. Der Querschnitt eines Stabes, der an beiden 
Enden in Spitzen gelagert ist, sei in der Stabmitte auf eine Strecke V, 
die klein gegenüber der ganzen Stablänge ist, durch Einschnitte ver- 
schwächt, so daß das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes da- 
durch von S auf 0' herabgesetzt wird. Man soll die Knickfestigkeit 
des verschwächten Stabes mit der des wnverschwächten vergleichen. 

Lösung, Der Winkel, um den sich die Endquerschnitte des 
kurzen mittleren Stückes bei gegebenem Biegungsmomente gegen- 

einander verdrehen , ist in dem Verhältnisse ^ größer, als wenn 

der Querschnitt unverändert durchginge. Man denke sich nun 
einen zweiten Stab von überall gleichem Tr9|^heitsmomente 6, aber 
von etwas größerer Länge, so nämlich, daß das Mittelstück von 
der Länge V durch ein solches von der Länge V + V ersetzt ist, 
wenn 

^ — W~^ 

genommen wird. Dann würden sich die Endquerschnitte des Mittel- 
stückes dieses Stabes bei gegebenem Biegungsmomente um denselben 
Winkel gegeneinander verdrehen wie beim verschwächten Stabe. 
Falls nun das Mittelstück an und für sich kurz ist, wird auch der 
Biegungspfeil in der Mitte beim zweiten Falle nicht merklich größer 
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sein als im ent«n Fftlle, wenn die Biegungslinien m den Boßeren 
Stababschnitten in beiden F&Uen miteinander übereinstimmen. Uan 
erkennt darana, daß die QaerscbnittreischwBchDng in der Mitte so 
wirkt, als wenn der Qneisclmitt naverliidert geblieben, die Stablänge 
aber nm den voriier berechneten Betrag I" vergröSert wBre. Danach 
kann die Knicklast leicht berechnet weiden. 

Znr PiQfnng des hier erörterten Falles habe ick eine gröBere 
Tersacbsreihe angestellt, nnd durch die Teisnchsergebnisse wnrde ich 
erat zn der hier g^^ebenen Lösung geffihrt. Dabei zeigte sich in- 
dessen, daB man Ar V einen etwas grOBeren Wert als die LSnge ein- 
zusetzen hat, auf die sich die Vcrschwächnng des Stabqnerschnittes 
erstreckt. Aach in den unmittelbar an das Mitt«l3tQDk angrenzenden 
Teilen des Stabes kann sich n&mlich nicht sofort der volle Querschnitt 
wirksam erweisen; die an die Lücke sngrenzenden Kanten mfissen 
Tielmehr ebenfalls zan&chst noch spannnngslos sein. Bei meinen 
Versuchen zerknickte ich Winkeleisen, bei denen der Qnersclinitt 
durch beiderseitige Einschnitte von 3,5 bis 60 mm lünge 
(in der Bicbtung der Stabacbse gemessen) so geschwächt 
war, daß S' nnr '/^ bis '/^ von war. Dabei mußte 
man die Einschnittl&nge am 2 bis 4 cm vermehren, um 
die Toransgehende Rechnung in Übereinstimmoug mit 
den Versuchsergebnisgen zu bringen. 1 

61. Aufgabe. Ein ewischen SpiUen gelagerter SUUt ^ 
von 2,5 m Länge und rediieekigem Querschnitt von 3 cv* 
und 5 cm Seiienlänge wird durch die Lasten P an den 
Enden A und B (Ahh. 95) gedrückt. Außerdem greifen 
an den JPunkien C und B noch Lasten Q an, die den | 
mitHeren Teil des Stabes auf Zug beanspruchen. Man ^ 
soll die Kniddast P für den FaU berechnen, daßQ — \F 
und E ^ 2.10' atm gesetzt werden kann. 

Lösung. Für den zwischen A nnd C liegenden , 
Ast I der elastischen Linie des ansgebogenen Stabes hat • 
man die Differentialgleichung 

Eeg — i>,. 

woraos, wie in § 64, 

gi=- Asin ttX Abb. BB, 

folgt Die eine Integrationskonstante ist hierbei schon der Grenz* 
bedingung j« » für x — angepaßt. Bezeichnen wir die Ordinate 
an der Stelle C mit a, so ist 
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Für Ast II nehmen wir die Linie CD als X-Achse und C als Koordi- 
natenursprung an. Die Differentialgleichung dieses Astes lautet dann 

deren allgemeine Lösung sofort in der Form 

p 
y =» Csinßx -f- D cos /3a; — p__ ^ a 

angegeben werden kann. Dabei hat die Konstante ß den Wert 



,-v 



P-Q 



ES 

Die Integrationskonstanten C und D bestimmen wir aus den Be- 
dingungen, daß für den zweiten Ast y zu Null wird für o; » und 

fära^-i. Daxausfolgt 

Schreiben wir jetzt zum unterschiede vom ersten Ast yn fax y, so 

haben wir 

P / A jJK Bin Bx 

yn=p3r;ga/(l-cos!^^ 



•"8 ; 



Außerdem haben wir aber noch die Bedingung, daß sich beide 
Äste ohne Knick aneinander schließen müssen, daß also 






sein muß. Setzen wir die Werte ein, so geht diese Gleichung nach 
einfacher Umformung über in , 



sin-r- 



aus der a herausgefallen ist. Da ß von a in einfacher Weise ab- 
hängt, kann sie nach a aufgelöst werden, womit man auch die ver- 
langte Knicklast P findet. 

Bisher konnte Q noch irgendeinen Wert haben, der kleiner als Pist. 
Setzen wir Q= 0, so entspricht dies dem einfachsten Falle der Knickfestig- 
keit, was wir zur PrüfungderBichtigkeitderBechnungverwendenkönnen. 
Die Gleichung geht dann, da in diesem Falle ß =^ a wird, über in 

cos — = 1 — cos -g- ? woraus "t "" 's" (oder = 60"; 
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folgt Für P folgt daraus in der Tat der Eulersche Wert in 
GL (249). 

Setzen wir dagegen, wie es die Aufgabe verlangt, Q » ^P, so 

wird |5 = -jz^ und die Gleichung für a lautet 

V^.cos^^-2fl-cos^^) V. 

^ V 31/2;, üi_f^' 

3|/2 

die nun durch Probieren aufzulösen ist. Zur Abkürzung der Bech' 
nung dient dabei die Bemerkung, daß die Knicklast P, wenn Q hinzu- 
tritt, jedenfalls größer ausfallen muß, als wenn Q fehlt. Daher ist 

der Winkel -^ jedenfalls größer als 60**. Schreiben wir die Gleichung 
in der Form 

1 — coa-—^ Bin — 

»y« 8 1^ ^^„ 

-i- r — -;= ^ 0,707, 



cos — sm 



8y2 



so wird die linke Seite zu Null für a? = 0. Für al^^ n nimmt sie, 
wie die Zahlenrechnung lehrt, den Wert 0,672 an, foi- -^ ■= 65" den 

Wert 0,909 und für y « 61® den Wert 0,713. Es genügt daher, 

tt 2 

— =» 60,85® zu setzen. 

Hiemach wird durch die Mitwirkung von Q die Konstante a 
im Verhältnisse 60,85 : 60 = 1,014 vergrößert und die Knicklast im 
Verhältnisse 1,028, da sie nach Gl. (246) mit dem Quadrate von a 
wächst. 

Mit l — 150 cm, «5-|^ =- 11,25 cm* und E — 210« wird 

die Eulersche Knicklast beim Fehlen von Q nach Gl. (249) 

' Pe = 9870 kg. 

Wirkt Q in der Größe von jP mit, so erhöht sich dies um 2,8%» 

also auf 

Pi« 10150 kg. 

Anmerlcung, Wenn Q entgegengesetzt gerichtet sein sollte, läßt 
sich die Lösung ebenfalls bis zu der Stelle benutzen, an der man den 
besonderen Wert von Q einsetzte ; man muß dann nur das Vorzeichen 
von Q umkehren. 



Elfter Abschnitt. 
Grandzttge der mathematischen Elastizitätstheorie. 

§ 70. Ableitung der Grundgleichungen. 

Zwischen den Spannungskomponenten an irgendeiner Stelle 
des Körpers bestehen nach den allgemeinen und streng richti- 
gen Lehren der Statik zunächst nur die im ersten Abschnitte 
abgeleiteten Gleichungen (4) und (5). Durch die Gleichungen 
(4) werden die neun Spannungskomponenten auf sechs zu- 
rückgeführty und diese sind danu nur noch durch die drei 
Gleichungen (5) miteinander verbunden. Aus drei Gleichun- 
gen kann man aber sechs unbekannte Größen unter keinen 
Umständen eindeutig bestimmen; die Aufgabe, die Spannungs- 
Verteilung zu ermitteln, ist daher, wie wir schon früher ge- 
schlossen haben, statisch unbestimmt, solange keine weiteren 
Angaben hinzutreten. Diese Unbestimmtheit zu heben, haben 
wir in den vorausgehenden Abschnitten verschiedene Hypo- 
thesen zugrunde gelegt, die nur durch Berufung auf die Über- 
einstimmung der aus ihnen gezogenen Folgerungen mit der 
Erfahrung gerechtfertigt werden konnten. Wenn nun auch 
ein solches Verfahren den Ansprüchen, die man vom Stand- 
punkte der praktischen Anwendung an die technische Mechanik 
stellen kann, ganz wohl genügt, so befriedigt es doch nach 
anderer Richtung nicht vollständig. Unser Erkenntnisdrang 
verlangt eine Zurückführung der zusammengesetzteren Erschei- 
nungen auf die einfachsten und möglichst einwandfrei feststell- 
baren Erfahrungstatsachen. Diesem Verlangen sucht die mathe- 
matische Theorie der Elastizität zu entsprechen. Sie stellt 
sich die Aufgabe, die Formänderung und den Spannungs- 
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zustand eines von gegebenen äußeren Kräften beanspruchten 
elastischen Körpers ohne Zuhilfenahme besonderer Hypothesen 
zu berechnen, indem sie sich dabei außer auf die allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen nur noch auf das Elastizitätsgesetz 
stützt. Für verschiedene Körper ist nun freilich, wie im zweiten 
Abschnitte auseinandergesetzt wurde, das Elastizitätsgesetz oder 
der Zusammenhang zwischen den Spannungskomponenten und 
den Formänderungen von verschiedener Gestalt. Viele der für 
die praktische Anwendung wichtigsten Sto£Pe sind indessen 
als isotrop zu betrachten und befolgen das Hookesche Gesetz, 
und auf diese allein beziehen sich die Entwicklungen der mathe- 
matischen Elastizitätstheorie, von denen hier die Bede sein soll. 
Daß es überhaupt möglich ist, die gestellte Aufgabe zu 
lösen, ergibt sich aus folgender Betrachtung. Die elastischen 
Verschiebungen, die ein Punkt des Körpers mit den Koordi- 
naten Xj y, B unter dem Einflüsse der Belastung erfährt, seien 
für die Richtungen der Koordinatenachsen mit |, % ^ bezeichnet. 
Da es nicht auf die Bewegungen ankommt, die der Körper 
etwa als Ganzes erfährt, sondern nur auf die relativen Ver- 
schiebungen einzelner Teile des Körpers gegeneinander, wird 
es sich empfehlen, das Koordinatensystem, auf das die Xj y, z 
und die g, 17, ^ bezogen sind, auf dem Körper selbst festzulegen, 
also etwa so, daß der Ursprung stets mit einem beliebig aus- 
gewählten Punkte des Körpers zusammenfällt, die X-Achse 
stets durch einen zweiten und die XF- Ebene durch einen 
dritten Punkt des Körpers geht. Wenn sich der Körper ohne 
Formänderung nur als Ganzes bewegt, bleiben dann |, ij, ^ in 
jeder Lage gleich Null; die drei Größen sind also bei diesen 
näheren Festsetzungen sehr geeignet, die elastische Form- 
änderung zu beschreiben. Häufig ist es am bequemsten, den 
zweiten und dritten der vorher angeführten drei Punkte, die 
nicht in einer Geraden liegen dürfen, deren Auswahl aber sonst 
beliebig getroffen werden kann, unendlich nahe bei dem ersten 

anzunehmen. 

Nach dem Elastizitätsgesetze sind die Spannungskompo- 
nenten von den Formänderungen an der betreffenden Stelle 



362 Elfter Abschnitt. Grundzüge der mathematisclieii Elastizitätstheorie 

des Körpers abhängig. Wenn |; 17, ^ als Fanktionen von Xj 
y, g bekannt und hiermit die elastische Formänderung, die 
der Körper erf ährt, in allen Einzelheiten gegeben wäre, könnte 
man nach dem Elastizitätsgesetze auch die Spannungskom- 
ponenten an jeder Stelle des Körpers angeben. Jedenfalls ist 
es also möglich, alle Spannungskomponenten in den drei un- 
bekannten Yerschiebungskomponenten |, 17, ^ auszudrücken. Damit 
werden aber die sechs unbekannten Größen des Problems auf 
drei zurückgeführt, zu deren Ermittelung die durch die drei 
Gleichungen (5) ausgesprochenen Gleichgewichtsbedingungen 
im Zusammenhange mit den Grenzbedingungen an der Ober- 
fläche des Körpers gerade hinreichen. 

In einem Falle haben wir von diesem Verfahren schon Gebrauch 
gemacht, nämlich bei der Untersuchung der dickwandigen Röhren 
in § 58. In der Tat handelte es sich dort nur um einen besonders 
einfachen Fall, der nach den Methoden der mathematischen Elastizi- 
tätstheorie, ohne daß von diesen bis dahin die Bede war, sofort voll- 
ständig gelöst werden konnte. Dasselbe Verfahren ist jetzt ganz 
allgemein auszuarbeiten, und wer sich mit jener früheren Unter- 
suchung hinreichend vertraut gemacht hat, wird nun mit geringer 
Mühe den Erweiterungen der dort durchgeführten Betrachtung, um 
die es sich hier handelt, folgen können. 

Die elastischen Verschiebungen |, % % sollen als sehr klein 
im Vergleiche zu den Abmessungen des Körpers im natürlichen 
Zustande, also gegenüber den Koordinaten Xy y, jb, vorausgesetzt 
werden. Wir wollen zunächst die bezogenen Dehnungen s^^ 
€y, Sg in den Richtungen der Koordinatenachsen ausdrücken. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Punkte, die ursprüng- 
lich um dx auseinander lagen. Die Koordinaten dieser beiden 
Punkte im natürlichen Zustande sollen also 

X, y, und + x dx, y, 
gewesen sein. Nach der Formänderung gehen sie über in 

und 

x + dx + l^-^^dx, y + n + p^dx, g + t + ^^dx, 
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wobei darauf zu achten war, daß sich ^, rj^ t '^^ die angegebenen 

Differentiale ändern, wenn man zum Nachbarpunkte weiter rückt. 

Aus der Strecke dx ist also durch die Formänderung die 

Strecke dx + ^ dx geworden. Unter Benutzung unserer frü- 
heren Schreibweise haben wir also für die elastische Änderung 

:Jdx der Strecke dx «^ 

^dx = ö~ dx. 

dx 

Die bezogene Dehnung £^ ist aber das Verhältnis zwischen 
^dx und der ursprünglichen Länge dx, also finden wir die 
erste der drei folgenden Gleichungen 

*«-F^' *»-ä5' *.-8i' (276) 

Die beiden anderen folgen auf demselben Wege, wenn man 
die Schicksale einer in der Richtung der !F- Achse gezogenen 
Strecke rfyoder einer inder Rich- 
tung der ^-Achse gezogenen 
Strecke dz verfolgt. 

Eine ganz ähnliche Betrach- 
tung liefert uns auch den Aus- 
druck für die kleine elastische «^ 
Änderung y^^, die der ursprüng- 
lich rechte Winkel zwischen 
zwei Strecken dx und dy er- 
fährt, die von dem Punkte xysf 
in den Richtimgen der X- und 
F- Achse gezogen wurden. Um die Größe dieses Winkels nach 
der Formänderung mit der ursprünglichen zu vergleichen, denke 
ich mir den einen Winkel parallel verschoben, so daß beide 
Scheitel zusammenfallen. So sind sie in Abb. 96 gezeichnet 
Wir brauchen dabei nur auf die kleinen Abweichungen jedes 
Schenkels in der Richtung des anderen Schenkels zu achten, 
denn wenn auch ein Schenkel in einer Richtung senkrecht zur 
Ebene der Abb. 96 ein wenig abgelenkt wird, so tragt dies zur 
Winkeländerung nichts bei; eine solche Ablenkung, die etwa 
der in der Richtung der X-Achse verlaufende Schenkel erfährt, 








'AT 



dx 



Abb. 96. 
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kommt nämlicli auf eine Drehung des Winkels um die Y-Achse 
hinauS; die zu keiner Änderung der Größe des Winkels fährt. 
Auch die Dehnung in der Richtung der X-Achse kann keinen 
Beitrag zur Winkeländerung y^^ liefern. Wir brauchen also 
nur darauf zu achten, daß sich der Endpunkt der Strecke dx 
relativ zum Anfangspunkte um eine kleine Strecke in der Rich- 
tung der F- Achse verschoben hat, die wir schon vorher zu 

ö^ dx berechnet haben, und daß sich ebenso der Endpunkt von 

c t 

dy um -^ dy gegen den Winkelscheitel in der Richtung der 

X-Achse verschoben hat. Die Beträge beider Ablenkungen 
sind in Abb. 96 eingeschrieben. Zugleich sehen wir noch, daß 
der ursprünglich rechte Winkel in einen spitzen übergeht, wenn 
beide Differentialquotienten positiv sind. 

Die Richtungsänderungen sind sehr klein; wir können da- 
her die zugehörigen Winkel im Bogenmaß gleich ihren trigono- 
metrischen Tangenten setzen. Die Richtungsänderung von dx 

trägt daher -^ zu y^^^ bei, und ähnlich ist es mit dy. Im 
ganzen haben wir daher 

und diese Formel ist als streng richtig zu betrachten, falls §, 
ty, 5 unendlich klein gegenüber Xy y, z sind. Diese Voraus- 
setzung trifft nun freilich bei der wirklichen Formänderung 
eines elastischen Körpers nicht genau zu; sie ist aber in der 
Regel nahezu erfüllt, und man sieht ein, daß ein Fehler, der 
etwa hieraus entspringen könnte, gewöhnlich gar nicht in Be- 
tracht kommen wird. — Natürlich läßt sich dieselbe Betrach- 
tung auch für die Winkeländerungen zwischen den Richtungen 
von dx und dz und von dy und dz wiederholen. Es ist aber 
gar nicht nötig, dies wirklich auszuführen, da keine Koordi- 
natenrichtung vor der anderen etwas voraus hat, so daß sich 
das vorige Resultat ohue weiteres auch auf y^, und y^^ über- 
tragen läßt. Mit Wiederholung der vorigen Formel haben wir 
daher den Oleichungssatz 
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d| , ^n ^£ I ^t dn . dt fc%^r\ 

'*r ^y dx^ '** CS ox^ '*• cß cy ^ ^ 

Außerdem soll noch die bezogene Yolunenandening be- 
rechnet werden, die der Körper an der betrachteten Stelle er- 
fahrt. Man denke sich ein rechtwinkliges Parallelepiped Ton 
den Kantenlangen dx^ dff, dß. Mit diesem denken wir uns 
zuerst die Winkelanderungen y^^ usf. zwischen den Kanten 
vorgenommen. Wenn y^^ endliche Größen wären, würde da- 
durch das Volumen geändert So würde z. B. die Rechteck- 
fläche dX'dy in ein Parallelogramm yon der Fläche 

drc-dy-cosy^y 

übergehen. Wenn y^^ klein yon der ersten Ordnung ist, weicht 
aber der Kosinus dieses Winkels nur um eine Große zweiter 
Ordnung yon der Einheit ab. Die Änderung des Volumens 
durch diese Richtungsänderungen kann daher yemachlässigt 
werden; streng ist dies freilich auch wieder nur dann zulässig; 
wenn £, i^, i wirklich unendlich klein sind. 

Hierauf sollen die Kantenlängeu um ddx usf. geändert 
werden. Dadurch tritt eine Änderung des Volumens ein, die 
im Vergleiche zum ursprünglichen Volumen nur yon der ersten 
Ordnung klein ist. Diese Änderung kommt daher allein in 
Betracht. Das Volumen nach der Streckung der Kanten ist 

dx{l + B^dy{\ + B;)dz{l + a,) 

oder, wenn wir ausmultiplizieren und die kleinen Größen höherer 
Ordnung fortlassen 

dxdydzil +e^ + By + «,)• 

Als bezogene Volumenänderuhg e bezeichnen wir das Verhält- 
nis zwischen der Änderung des Volumens und dem ursprüng- 
lichen Volumen, und wir haben daher 



^x + ^y+^M 



oder nach den 61. (276) 
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^-H + If + Il- (278) 

Nach diesen Yorbereitangen können wir jetzt auch die 
Spannungskomponenten in ^^ 17, ^ ausdrücken. Am einfachsten 
gelingt dies mit den Schubspannungen, denn nach GL (12), die 
wegen des Superpositionsgesetzes ohne weiteres auf unseren 
Fall übertragen werden kann, ist z. B. 

und mit Rücksicht auf die GL (277) erhalten wir daher 

r(^'^M^^\ (279) 

Nach dem Hookeschen Elastizitatsgesetze bestehen zwischen 
den Dehnungen und den Normalspannungen die Gleichungen 






m^' • y^) 



(280) 



Wenn wir sie addieren und für die Summe der bezogenen 
Dehnungen die bezogene Yolumenänderung e einführen, er- 
halten wir daraus 



fn 



<». + <». + <».-=r^JSrft (281) 



Die erste der Torausgehenden Gleichungen läßt sich aber 
schreiben 

^^'^ ~-ir ^* - m (^» + ^ + ^.) - -ar ^« "" s^rä ; 

und deren Auflösung nach 6^ liefert 

'.-i^(««+;;r^> (282) 
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Man kann diesen Ansdruck noch etwas Tereinfachen, wenn 
man sich erinnert, daß nach GL (32) 



&- 



2(m+l) 



gesetzt werden kann. — Die 61. (280) waren für ö;^, 6^, 6^ 
ganz symmetrisch gebaut; wir können daher die Lösung (282) 
ohne weitere Bemühungen sofort auch auf die beiden anderen 
Unbekannten 6^ und 6^ übertragen. Mit Benutzung der ange- 
führten Vereinfachung und mit Rücksicht auf die Gl. (276) er- 
halten wir daher die Ausdrücke für die Normalspannungs- 
komponenten 

* \ox ^ m — V 






(283) 



Damit ist die Aufgabe, die wir uns zunächst gestellt hatten, 
gelöst. Wir haben jetzt die unbekannten Spannungskompo- 
nenten auf nur noch di'ei unbekannte Größen g, % % zurück- 
gefOhrt, und es bleibt uns nur noch übrig, diese Ausdrücke in 
die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen, die durch die Gl. (5) 
ausgesprochen werden, einzusetzen. 

Die Gl. (5) lauteten 

dx ^ oy dz ^ ' 

:|ü + ^ + ^ + r_o, 

dy dx ' de ' 

dg ^ dx ^ dy ^'^ "• 

Durch Einsetzen der durch die GL (279) und (283) ge- 
gebenen Werte geht die erste von ihnen über in 

-^^ läF« + ii^^^'di) ■•■ ^läp ■•■ d^) 
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um diese aof eine übersichUichere Form za bringen, nehmen 
wir noch einige kleine Anderongen mit ihr Yor. Zunächst er- 
halt man durch Division mit Q nnd etwas geänderte Znsammen- 
fassung der einzehien Glieder 

W^ay^'^aW'^ Kdx^^dxdy^dxdz) '^ m — 2'dx'^ g ^^' 

Für die drei in der ersten Klammer zusammengefaBten 
Glieder benutzen wir eine in der mathematischen Physik sehr 
häufig gebrauchte Bezeichnung. Es macht sich nämlich fast 
in allen physikalischen Theorien nötige von den unbekannten 
Funktionen, die in ihnen auftreten, die Sunmie der drei 
zweiten Differentialquotienten nach den drei Achsenrichtungen 
zu nehmen. Zuerst geschah dies in der Potentialtheorie von 
Laplace. Man bezeichnet daher die Bechenvorschrifi;, die 
Summe dieser drei zweiten Differentialquotienten nach den 
Achsenrichtungen zu bilden, als die Laplacesche Operation. 
Um diese Bechenvorschrift anzugeben, setzen wir vor die Funktion, 
auf die sie Anwendung finden soll, das Zeichen y^ Ofb wird 
dafür auch nur einfach A geschrieben; wegen des Zusammen- 
hanges mit anderen Lehren, auf die es hier nicht weiter an- 
kommt, entscheide ich mich aber für das zuerst genannte 
Zeichen. Um kurz anzudeuten, was ich eben ausführlicher 
auseinandersetzte, kann man 

V^ = Ä + ^. + ^ (284) 

schreiben. Natürlich ist dies in solcher Form noch keine 
Gleichung im eigentlichen Sinne; man hat vielmehr in Ge- 
danken überall hinter die Operationszeichen die Veränderliche 
zu setzen, auf die sich die Operationen beziehen sollen. 

Ich komme jetzt zu den in der zweiten Klammer zu- 
sammengefaßten Gliedern der vorausgehenden Gleichung. Jedes 
dieser Glieder ist ein Differentialquotient nach a?, -md ihre 
Summe kann daher gleich 
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gesetzt werden. Diese Summe kann daher mit dem nächst- 
folgenden Gliede der Gleichung zusammengefaßt werden. Hier- 
mit nimmt die Gleichung^ die die Gleichgewichtsbedingung 
zwischen den Spannungen gegen ein Verschieben nach der 
X-Richtung ausspricht, die übersichtlichere Form an 

V^ + =r^-|^ + ^-0,^ (285) 

Ich habe sofort die für die beiden anderen Koordinaten- 
richtungen geltenden Gleichungen hinzugefügt, die genau auf 
dieselbe Weise gefunden werden wie die erste. 

Die GL (285) bilden die Ausgangsgleichungen für aUe 
ferneren Untersuchungen der mathematischen Elastizitätstheorie. 
Ich möchte noch einmal betonen, daß sie nichts anderes sind 
als die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben, die früher 
in den Gl. (5) ihren Ausdruck gefunden hatten. In der neuen 
Form sieht man den Gl. (285) ihre physikalische Bedeutung 
nicht so leicht an; es ist aber durchaus nötig, daß man sj^ch 
diesen Sinn der Gleichungen stets vor Augen hält, und es ist 
daher sehr anzuraten, daß man sich die Torausgegangene Ab- 
leitung so lange genau im einzelnen überlegt, bis man nicht 
mehr darüber im Zweifel sein kann. 

Schließlich bemerke ich noch, daß man die drei Komponenten- 
gleichungen (285) auch zu einer einzigen Gleichuog zwischen ge- 
richteten Größen zusammenfassen kann, deren physikalische Bedeu- 
tung dann darauf hinausläuft, daß die geometrische Summe aller an 
dem Umfange eines Körperelementes auftretenden Spannungen gleich 
Null sein muß. Wird Dämlich die Verschiebung des Punktes xyz 
der Größe und Eichtung nach mit tl bezeichnet, so also, daß S,ij,^ 
die Komponenten von H &ind, femer die äußere Kraft mit $, so 
gehen die Gl. (285) über in 

V'»' + ^Ve+|-0. (286) 

Ich mache von dieser Form in der Folge nicht Gebrauch und 
will mich daher nicht damit aufhalten, die Bedeutung des Zeichens 

FOppl, Festigkeitolehre. 5. Aufl. 24 
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V noch näher, als schon aus dem Zusammenhange hervorgeht, zu 
erklären. In der Dynamik wird dies geschehen. Auch nur ganZ' 
gelegentlich erwähne ich für Leser, die schon näher mit der mathe- 
matischen Physik auf anderen Gebieten (namentlich mit der Elek- 
trizitätslehre) vertraut sind, daß Gl. (286) auch noch 

^'^ + ;;i^'7Aiy^ + i—o (287) 

geschrieben werden kann. 



§71. Wellenbewegungen in elasüsohen Körpern. 

Bei den meisten Aufgaben der Festigkeitslehre spielt die 
auf die Masse des Körpers übertragene Femkraft ^ mit den 
Komponenten X, Y, Z gar keine Rolle. Gewöhnlicli besteht sie 
nur aus dem Gewichte des Körpers^ und häufig genug würde 
sich der Spannungszustand kaum merklich ändern, wenn der 
Körper ganz gewichtslos wäre und nur die an der Oberfläche 
übertragenen äußeren Kräfte an ihm wirkten. In solchen 
Fällen vereinfachen sich die 61. (285) entsprechend, indem die 
letzten Glieder auf der linken Seite fortfallen. Mit derartigen 
Fällen werde ich mich in den folgenden Paragraphen aus- 
schließlich beschäftigen; hier soU aber auf eine Anwendung 
der Gl. (285) aufmerksam gemacht werden, bei der diese Glieder 
beibehalten werden müssen. 

Wenn der Körper nicht im Gleichgewichte, sondern in 
ungleichförmiger Bewegung begriffen ist, müssen sich die an 
dem Umfange eines Körperelementes übertragenen Spannungen 
samt dem Gewichte des Elementes zu einer Resultierenden zu- 
sammensetzen, die nach dem dynamischen Grundgesetze aus 
der Beschleunigung des Elementes berechnet werden kann. 
Ein rechtwinkliges Farallelepiped von den Kantenlängen dXy 

dy, dg hat die Masse 

fidxdydz, 

wenn mit [i die spezifische Masse (das spezifische Gewicht, 
geteilt durch die Beschleunigung der Schwere) bezeichnet wird. 
Die elastischen Verschiebungen §, 17, S soUen jetzt nicht nur 
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Funktionen des Ortes , sondern ancli Funktionen der Zeit t 
sein. Die Komponenten der Beschleunigung, die das Körper- 
element in einem gegebenen Augenblicke erfahrt^ werden durch 
die Differentialquotienten 

dn d^ d;^ 

a*»' dt*' dt* 

dargestellt, und die Resultierende aller an dem Körperelemente 
angreifenden Kräfte muß nach dem dynamischen Grundgesetze 
die Komponenten 

d*t d*v d*t 

[i-^dxdydgf (ijT^dxdydtf, ^i^dxdydg^ 

haben. Anstatt die Aussage in dieser Form zu machen, kann 
man sich auch eine Kraft an jedem Körperelemente zugefügt 
denken, deren Komponenten den soeben angegebenen entgegen- 
gesetzt sind. Die wirklich vorhandenen Kräfte mit Einschluß 
dieser willkürlich zugefügten müssen dann im Gleichgewichte 
stehen. Das ist die Überlegung, nach der man jeden Fall 
der Bewegung auf einen Gleichgewichtsfall zurückführen kann. 
In der Dynamik wird davon weiter die Rede sein; ich will 
aber jetzt schon erwähnen, daß man eine solche Schlußweise 
mit dem Namen des d'Alembertschen Prinzips bezeichnet. 

Die willkürlich zugefügte Kraft, durch die wir den Fall 
auf einen Gleichgewichtsfall zurückführen, ist wie das Gewicht 
und wie andere Femkräfte dem Volumen des Körperelementes 
proportional. Es ist daher am einfachsten, wenn wir sie un- 
mittelbar mit ^, oder ihre Komponenten mit X, Z, Z ver- 
einigen. Man hat dann nur den Faktor dxdydz von den 
vorausgehenden Ausdrücken zu streichen, um die Kraft auf 

die Yolumeneinheit zu beziehen und die zurückbleibenden Fak- 
toren mit gewechselten Vorzeichen zu X bzw. Y oder Z zu 

addieren. 

Gegenüber diesen nach dem d'Alembertschen Prinzip zu- 
gefügten Massenkräften, die bei schnellen Schwingungen sehr 
groß werden können, ist das Eigengewicht des Körperelements 
gewöhnlich unbedeutend. Dieses hat übrigens ohnehin auf die 
elastischen Schwingungen, die wir untersuchen wollen, keinen 

24* 
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{Einfluß, da es keinem periodischen Wechsel unterworfen ist, 
sondern stets unter den gleichen Bedingungen und in gleicher 
Richtung und Größe auf den Körper einwirkt. Wir können 
uns daher den Körper ebensogut auch als gewichtslos — 
aber nicht als masselos! — denken^ d. h. wir können uns ihn 
etwa auf den Mond oder an eine andere Stelle mit noch klei- 
nerer Beschleunigung der Schwere versetzt denken ^ ohne daß 
sich an den elastischen Bewegungen etwas ändern würde, yor- 
ausgesetzt^ daß nur alle übrigen Bedingungen ungeändert 
blieben. 

Dann bleibt als Massenkraft nur die Kraft — [i «4 in der 

Richtung der X-Achse usf. zurück, und die Gl. (285) nehmen 
die Form an 



-,2fc I wt de ^ a*| 
^ ^"^ m — 2' dx ^ G' dt* 

" ^"T" w — 2* dy~ G ' dt* 
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,2f, , fn de^ II d*t 
m-^2' dz^ G' dt*' 



(288) 



Diese Gleichungen sprechen das Gesetz aus, nach dem sich 
eine elastische Formänderung im Verlaufe der Zeit innerhalb 
eines dem Hookeschen Elastizitätsgesetze unterworfenen iso- 
tropen Körpers ausbreiten muß. Wir wissen schon aus der 
Erfahrung, daß dies in Form einer Welle geschieht; eine be- 
sondere Art dieser Wellen kennen wir als die Schallwellen. 
Wir wollen zunächst sehen, was aus den Gl. (288) über die 
Schallwellen zu schließen ist. 

Betrachten wir eine ebene Schallwelle, die sich in der 
Richtung der X-Achse ausbreitet, und erinnern wir uns, daß 
nach den Lehren der Experimentalphysik die Schallbeweguncr 
als eine periodische Bewegung aufzufassen ist, die bei einem 
einfachen Tone als eine Sinusfunktion der Zeit dargestellt 
werden kann, so werden wir zu der Ansicht geführi^ daß 

|-^sin2;r(f-{); iy - 0, f-O (289) 
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eine mögliche Sdiwingangsform des elastiacheiL Körpers dar- 
stellen mdsse. Wenn ich Torher sagte, daB eine Sinosfnnktian 
aus den Yersnehen an entnehmen w^ure, so ist damit natorlieh 
nnr gemeint^ daß sieh die Yersnchseigebnisse nngeßhr so dar- 
stellen lassen. Ob der genählte Ansatz genan richtig isty 
kann erst geschlossen werden, indem man prQft, ob er die 
GL (288) erfüllt Im übrigen bemerke ich noch zo den Kon- 
stanten, die in den Ansdmek fär ( angenommen wnrden, daß 
Ä den größten Wert darsteDt, den | wahrend der Schwingung 
erreicht; man nennt A die Amplitode oder den Anssehlag der 
Schwingung. Die Konstante 1 hat die Bedeutung der Wellenr 
lange der. Schwingung, denn wenn man x um 1 Termehr^ 
ohne die Zeit n andern, rergrößert sieh der Winkel, Ton dem 
der Sinus genommen werden soll, um 2m, die frohere Wert- 
reibe des Sinus wiederholt sieh also Ton diesen Punkte an 
wieder, wenn wir darüber hinausgehen. Ebenso hat r die Be- 
deutung der Daner einer rollen Sehwingunj^ da die Änderung 
ron i um t oder um ein Tielfaches daron nichts an dem Sinus 
oder an | ändert. Denkt man sieh gleichzeitig x und t ein 
wenig Termehrt, so kann { denselben Wert beibehalten; man 
sagt dann, die Welle habe sieh in der Zeit ^t um die Strecke 
^x fortbewegt. In der Tat ündett sieh nach ^t alle Znstande 
(alle Phasen, wie man zu sagen pflegt; in derselben Auf- 
einanderfolge, aber um die Strecke jJx in. der Bichtong der 
X-Aehse Terschoben, hlh nur 

^X ^* ^fk 

% % 

ist Man kann nnn auch Ton der Gaehwindi^^it reden^ mct 
der sich die Welle fozt^fLsüMJL Dabei muß man nur beachten, 
daß hio" meht, wie socst in der Merrhanik, damrot^r die Be- 
wegung eines Körpers, also etwa die Bewegung gemeint ist, 

die das Tol3m«:eieme&t im g«gel>enen Angenblüüke aojfliir^ 
scmdem nror die GesAwizLS^Leit, mit der ein gewisser genau 
definierbarer Zcstacd fonsebreitet. Bezeichnet man d^e Fort- 
pflanzongsgeschwiiidigkect der SehaCbewegrmg mit r, k> ist r 
bestimsEt dureh 
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At 



oder, wenn man das Verhältnis der Werte ^x und AI aus 
der vorausgehenden Gleichung entnimmt, 

t?-|. (290) 

Nach diesen Vorbemerkungen müssen wir prüfen, ob der 
durch die akustischen Erscheinungen nahegelegte Ansatz (289) 
die Gl. (288) befriedigt. Dabei ist wohl zu bedenken, daß 
diese Gleichungen auf allgemeinen Gesetzen der Mechanik, an 
deren strenger Gültigkeit kein Zweifel bestehen kann, und 
außerdem nur noch auf dem Hookeschen Elastizitätsgesetze 
beruhen. Sofern auch dieses letzte bei dem betrefiPenden Stoffe 
erfüllt ist, können wir den Ergebnissen der Gleichungen (288) 
unbedingtes Vertrauen entgegenbringen. — Wir bilden zunächst 
die spezifische Volumenänderung e. Durch Einsetzen der Werte 
(289) in Gl. (278) finden wir 

29r 






und hiermit werden die Differentialquotienten yon e 






Die zweite und dritte der Gleichungen (288) sind erfüllt, da 
sich jedes der in ihnen vorkommenden Glieder auf Null redu- 
ziert Femer ist nach (289) 

^ = -4.^r-cos2Ä(-5 ); ä^=*0; äT'^o. 

dx l \2. r/' dy ' dz 

Daher reduziert sich in diesem Falle v^^ jauf 

, vi-p— ^(¥)*-Mf-|), 
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d. h. auf denselben Wert wie 5—. Auch nach t läßt sich | 

ohne weiteres differentiieren, und wenn man alle diese Werte 
in die erste der Gl. (288) einsetzt, geht sie über in 

Man sieht, daß diese Gleichung in der Tat identisch er- 
fallt ist, ohne Rücksicht auf den Wert der Amplitude -4, 
d. h. der Stärke des Schalls, falls nur die Bedingungsgleichung 

2m-- 2 M\« ^ M\» 
w — 2 \l) "" G^ ' U/ 

zwischen Wellenlänge X und Schwingungsdauer r befriedigt 
ist. Beide müssen notwendig voneinander abhängen, und zwar 

so, daß das Verhältnis — oder die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit V unabhängig Ton der Wellenlänge und nur von den phy- 
sikalischen Eigenschaften des Stoffes abhängig ist. Durch 

Auflösen der Gleichung nach — erhält man 



Diese Folgerung der Theorie ist nun in der Tat in bester 
Übereinstimmung mit der Erfahrung; namentlich der Schluß, 
daß lange und kurze Wellen ebenso wie schwache oder starke 
Wellen mit derselben Geschwindigkeit fortgepflanzt werden 
müssen, hat sich bisher vollständig bewährt. 

Natürlich gilt diese ganze Ableitung nur für die Schall- 
wellen in den elastischen festen Körpern; für die Schallwellen 
in der Luft ^.ßt sich eine ähnliche Entwicklung anstellen, 
die ebenfalls zu einer mit Gl. (291) verwandten Gleichung für 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v fiihrt. — Nimmt man für 

Flußeisen w = -r-, 6r =* 850 000 atm und das spezifische Ge- 

wicht — 7,7, d. h. die spezifische Masse 

_ 0,0077 kg ^ ^gg 10-«?^, 
*^ 1 cm« . 981 '«" 



sec* 
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so wird 



850 000—^ 

i?=l/ — T^^. 3,5 -616. 10*— -6160 — . 

785. 10 ~®-?-— ^^ ^^^ 

cm* 
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® o sec 

Die im Flußeisen haben wir fast 20 mal so groß berechnet. 
In der Tat zeigt aber auch der Versuch, daß die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des Schalles in festen Körpern yiel größer 
ist als in der Luft. 

Der Umstand, daß die Fortpflanzungsgesetze für 
den Schall auch bei Steinen, Mauerwerk usf. ganz gut 
mit den aus dem Hookeschen Gesetze abgeleiteten 
Folgerungen übereinstimmen, gibt den stärksten Grund 
für die Vermutung ab, daß auch diese Körper bei sehr 
kleinen elastischen Formänderungen, wie sie bei 
Schallschwingungen vorkommen, ziemlich genau dem 
Hookeschen Gesetze gehorchen, obschon sie bei größe- 
ren Formänderungen erheblich davon abweichen. 

Setzt man in Gl. (291) m =^ 2, so liefert sie t; = oo. 
Wir sahen schon früher (siehe S. 51), daß m nie kleiner als 
2 werden kann, und daß bei m — 2 der Körper keine Volumen- 
änderungen unter dem Einflüsse des Spannungszustandes er- 
fahrt, daß er also unzusammendrückbar ist. In einem un- 
zusammendrückbaren (raumbeständigen) Körper würde sich 
also eine longitudinale Welle, wie wir sie jetzt behandelten, 
mit unendlich großer Geschwindigkeit fortpflanzen, d. h. von 
einer eigentlichen Wellenbewegung könnte gar nicht mehr die 
Rede sein, sondern nur von einer augenblicklichen Übertragung 
der an einer Stelle hervorgebrachten Störung über den ganzen 
Raum, den der Körper einnimmt. 

Außer den longitudinalen kommen in der Physik noch die trans- 
versalen Wellenbewegungen vor. Um eine Transversalwelle analytisch 
darzustellen, setze ich 

S = ^sin27r(|--^y, i? = o' ?=0. (292) 
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Die Schwingungen erfolgen hier immer nocb, wie bei den GL (289), 
in der Bichtnng der X-Achse; dagegen fWt der Wellenzag jetzt in 
die Richtung der T- Achse. Weil die Schwingnngsrichtong senkredit 
zur Fortpflanzungsrichtung der Welle steht, wird die Welle als 
Transversalwelle bezeichnet. Für die Konstanten Ä^ l und t gelten 
dieselben Bemerkungen wie Torher; namentlich ist auch hier immer 
noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v 

Jy 1_ 

Wir überzeugen nns, ob der Ansatz (292) die Gleichungen (288) er- 
füllt. Für e erhalten wir hier 

^ dx^dy^ dz ^' 

Die Transversalwellen haben also die Eigentümlichkeit, daß sie ohne 
Änderung des Volumens vor sich gehen. Die longitudinalen Wellen 
werden daher im Gegensatze zu ihnen auch als Kompressionswellen 
bezeichnet. Ein unzusammendrückbarer Körper, wie man sich bei der 
Elastizitatstheorie des Lichtes den lachtather dachte, kann daher 
wohl transversale, aber keine longitudinalen WeUen fortpflanzen. 
Damit stimmte überein, daß das Licht aus den Polarisationserschei- 
nungen als transversale Wellenbewegung erkannt wurde. Ln Sinne 
dieser älteren theoretischen Optik beschrieben die Gleichungen (292) 
einen einfarbigen, eben polarisierten Lichtstrahl; einfarbig, weil nur 
Schwingungen von derselben WellenUmge l vorkommen, und eben 
polarisiert, weil die Schwingungen nur in der Richtung der X-Achse, 
oder, wie man auch sagen kann, in der XF-Ebene erfolgen. Als 
Polarisationsebene wurde nach der Theorie von Fresnel die XZ-Ebene, 
nach der Neumannschen dagegen die XF-Ebene selbst angesehen. 
Mit Bücksicht auf e ==* vereinfachen sich für die Transversalwellen 
die Gleichungen (288) zu 

^2^_A.?!S. ««„«A.?^. ^if-^JL,^ (293) 
^5 G dt*' ^^ G dt*' ^^ G dt*' ^^^"^^ 

und diese bilden die Grundlage der theoretischen Optik, und zwar 
nicht nur der älteren, sondern auch der neueren elektromagnetischen 
Lichttheorie. Merkwürdigerweise fEihrt nämlich die letztgenannte 
Theorie von ganz verschiedenen Ausgangspunkten doch zu fast genau 
denselben Gleichungen wie die Elastizitätstheorie. Die Gleichungen 
(293) sind daher auch allgemein unter dem Namen der Wellen- 
gleichungen bekannt. 

Durch den Ansatz (292) sind die beiden letzten der Wellen- 
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gleichungen ohne weiteres befriedigt. Für die in der ersten vor- 
kommende Größe V*J erhalten wir 



und ebenso 



Die Wellengleichungen sind also identisch erfüllt, wenn 



/2gr\g_ II /2nV 



gesetzt wird, und daraus folgt für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
v^ der Transversalwellen 

^ (294) 



•-T/f 



Diese ist also immer kleiner als die Fortpflanzung der Schall- 
wellen. Flüssigkeiten können keine Transversalwellen, sondern nur 
longitudinale Wellen fortleiten; so kommt es, daß die Transversal- 
schwingungen der gewöhnlichen festen elastischen Körper zu keinen 
Sinnesempflndungen Anlaß geben, weil sie durch die Luft nicht zu 
den Sinnesorganen (also etwa zum Ohre) fortgepflanzt werden. 

§ 72. Die Eindeutigkeif der Lösung des Problems. 

Bei allen folgenden Untersuchungen nehme ich an, daß die 
Körper in Buhe sind und daß das Eigengewicht jenes Körpers, dessen 
Spannungs- und Formänderungszustand untersucht werden soll, uner-* 
heblich gegenüber den Lasten ist, die an seiner Oberfläche auf ihn 
übertragen werden. Diese Lasten sind außerdem überall als gegeben 
zu betrachten. 

Man nehme nun an, daß irgendein System von Verschiebungen 
^9 Vj t vorgeschlagen sei, von dem sich nachweisen läßt, daß es die 
Grundgleichungen befriedigt. Diese Grundgleichungen selbst lassen 
sich hier übrigens mit Bücksicht auf die ausgesprochene Voraus- 
setzung in der einfachei'en Form 

Qu , w de ^^ 



m — 2 dx 
^ ' ' m — 2 oy 



(295) 
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Nach der Voraussetzung, daß schon ^ und ^' mögliche Verschiebungen 
waren, muß aber für sich 

«j. 1 wi 5c /v j 9».' , m de . 

sein. In der Tat ist also dann auch 



and ebenso bei den beiden anderen Gleichungen. Der Grund für die 
Möglichkeit dieser Superposition liegt darin, daß die Grundgleichungen 
linear sind. 

Dem möglichen Verschiebungssysteme ^'\ t\'\ ?" entspricht nun 
auch ein bestimmter Spannungszustand des Körpers. Auch diese 
Spannungen folgen aus den früheren, für beide Fälle bestehenden 
durch Bildung der Differenzen, wie aus den Gleichungen (279) und 
(283) hervorgeht. Man hat also z. B 



ff r 

ffa! *=* (T* — <y« 



usf. Wir nahmen femer an, daß J, i?, ? und J', i^', ?' auch allen 
Grenzbedingungen genügen sollten. An jeder Stelle der Körperober- 
fläche bilden also sowohl die Spannungen Cx usf. als die 0^ usf. ein 
Gleichgewichtssystem mit den von außenher übertragenen Druck- 
kräften. Die Spannungen c'x usf. verlangen daher, wenn sie an der 
Oberfläche des Körpers auftreten sollen, daß dort gar keine Druck- 
kräfte von außenher übertragen werden! Gehörte zu den Grenz- 
bedingungen, daß ein bestimmter Pimkt des Körpers festgehalten sei, 
so mußte dort sowohl g — als J' «= usf. und daher auch S" -= 
I — ^' = sein. 

Wir haben also in dem Zwangs- und Spannungszustande, der 
durch die Werte %" usf. und c^ usf. beschrieben ist, einen Zustand des 
Körpers vor uns, bei dem gar keine äußeren Ejräfte auf diesen übertragen 
werden; mit anderen Worten, dieser Zustand entspricht dem natür- 
lichen Zustande des Körpers« Nun habe ich freilich schon früher 
einmal darauf aufmerksam gemacht, daß selbst im unbelasteten Zu- 
stande des Körpers unter Umständen Spannungen bestehen können, 
z. B. die sogenannten Gußspannungen. Diese hängen aber von Um- 
ständen ab, die mit unserer Aufgabe nichts zu tun haben und deren 
Berechnung daher auch nicht verlangt werden kann. Wir wollen nnr 
jene Spannungen ermitteln, die durch die Lasten hervorgerufen werden. 
Wir nehmen daher an, daß im natürlichen Zustande keine 
Spannungen auftreten, und setzen c"^ usf. «» 0. Ausdrücklieh 
müssen wir uns dabei freilich daran erinnern, daß etwaige Eigen- 
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Spannungen von unserer üntersucliung überhaupt nicht berührt werden. 
Mit S" « 0, ij" - 0, f" - folgt aber 

fi' — J; n^^Ti ?' — ?> 

d. h. die beiden vorgeschlagenen Zwangszustände, die alle Bedingungen 
mit Einschluß der Grenzbedingungen erfüllen sollten, müssen identisch 
miteinander sein. Die Lösung der Aufgabe ist daher eine eindeutige, 
und wir sind sicher, den wahren Spannungszustand ermittelt zu haben, 
wenn wir nachweisen können, daß er allen aufgestellten Bedingungen 
entspricht. 

Anmerkung, Auf einen Nachweis darüber, unter welchen Um- 
standen man sicher sein kann, daß im unbelasteten Zustande des 
Körpers keine Spannungen auftreten können, habe ich hier verzichtet, 
anstatt dessen vielmehr ausdrücklich vorausgesetzt, daß dies im ge- 
gebenen Falle zutreffe. Manche Kritiker haben mir daraus einen 
schweren Vorwurf gemacht. Aber fnr die Zwecke, die ich hier zu 
verfolgen habe, reicht man mit dem unter der einschränkenden Vor- 
aussetzung gegebenen Beweise vollständig aus, und ich s6he mich 
daher nicht veranlaßt, an dieser Stelle weiter auf den Gegenstand 
einzugehen. 

§ 73. Die Lösung von de Saint- V^nant. 

Als in den vorausgehenden Abschnitten die Biegung und 
die Yerwindung eines Stabes untersucht wurde^ nahm ich 
überall ohne weiteren Beweis an^ daß die parallel zur Stab- 
achse verlaufenden Fasern keinen merklichen Querdruck oder 
Querzag und auch keine Schubspannungen in der Richtung quer 
zur Stabachse aufeinander übertrügen. Mit anderen Worten, 
wenn wie seither stets die X-Achse in die Richtung der Stab- 
mittellinie gelegt ist, wurde 

*, - *. - r^. - (296) 

gesetzt. Wenn dies auch nicht gerade ausdrücklich ausge- 
sprochen wurde, so wurde doch auf Spannungen in diesen 
Richtungen weder bei der Biegung noch bei der Torsion 
jemals Rücksicht genommen. Sie wurden stillschweigend ent- 
weder als nicht vorhanden oder doch als unerheblich gegen- 
über jenen Spannungen angesehen, deren Berechnung durch- 
geführt wurde. 
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Man kann sich jetzt nachtriglidi darüber Rechenschaft 
geben, inwiefern dies nach der strengen Theorie znlassig ist 
und zu welchen weiteren Schlüssen diese strenge Theorie fflr 
einen solchen Spannnngsznstand f&hrt, bei dem die GrL (296) 
genau erfOUt sind. Diesen Weg hat de Saint- Yenant bei seiner 
berühmten Untersuchung eingeschlagen. 

Zunächst ist klar, daß ein solcher Spannungszustand genau 
nur dann yerwirklicht sein kann, wenn auf die Mantelfläche 
des Stabes keine Druckkräfte und auch keine Reibungen oder 
überhaupt keine tangentialen Kräfte in der Richtung quer zur 
Stabachse übertragen werden, denn sonst müßten, zunächst 
wenigstens an der Mantelfläche selbst, wo solche äußere Kräfte 
angebracht wären, die in GL (296) aufgeführten Spannungs- 
komponenten Yon Null yerschieden sein, um die durch die 
GL (6) ausgesprochenen Grenzbedingungen zu erfuUen. Die 
Saint-Y^nantsche Theorie kann daher nur für solche Stäbe 
genau richtig sein, bei denen nur an den beiden Endquer- 
schnitten Yon außenher Lasten übertragen werden; aUenfaUs 
könnten dazu noch tangentiale äußere Kräfte an der Mantel- 
fläche treten, die der Stabachse parallel sind. Der letzte Fall 
kommt aber bei den Anwendungen kaum in Frage. 

Wenn wir die Spannungen mit Hilfe der GL (279) und 
(283) in den Yerschiebungen ausdrücken, können wir die GL 
(296) aucb durch die folgenden 

in 4. ^ «0- ^ -I ?— - 0. ^ 4. li = 

ersetzen oder mit Rücksicht auf die Bedeutung von e auch durch 

m dx^ dy dz ^m'Wi' Ji'^d^ ^' ^^^^^ 
Die Grundgleichungen (295) gehen hiermit über in 



o a^ , a^i , dH r. 

"^dx* "^ dy^ '^ dz*'^^ 

d^n , d'n , rn-l a«g ^ 
dx^'^dz^'^ m dxdy'^^ 

a*t , a^ , m-jL _a^ ^ 
^ "^ ay» "^ m ' dxdz — ^ 



>• 



(298) 
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Hier sind die Werte von e, von ^ und von x- aus den Glei- 

' dy de 

chungen (297) schon eingesetzt. Dagegen ist auf die letzte 
der Gl. (297) noch keine Rücksicht genommen. Wir müssen 
uns jetzt davon überzeugen, ob die Gl. (298) mit den Gl. (297) 
in der Tat vereinbar sind, ob also kein Widerspruch zwischen 
beiden besteht und welche Bedingungen erfüllt sein müssen, 
damit dies zutreffe. Zu diesem Zwecke ist es am besten, zu- 
nächst aUe Differentialquotienten nach Möglichkeit in solchen 
von I auszudrücken, um zu Gleichungen zu gelangen, die diese 
Veränderliche aUeiu enthalten. Wir beginnen mit denen von 17 
Nach der letzten der Gleichungen (297) ist 

-^5 also d.- 



de dy^ Bm* dydz 

und daher, unter Berücksichtigung der zweiten der Glei- 
chungen (297), 

^ =. 4- - . ^'^ . C299^ 

Setzen wir diesen Wert in die zweite der Gleichungen (298) 
ein, so geht sie über in 

U — Üi' (^) 

Gerade so verfahren wir, um die Differentialquotienten 
von {; in I auszudrücken. Aus der letzten der Gl. (297) 

H_dri. a^ __?!^1. 

dy" dz ^^®^ ay*" dydz 
folgt mit Rücksicht auf die zweite der Gl. (297) 

dn , 1 dn /Qon 

und, wenn wir dies in die letzte der Gl. (298) einsetzen, auch 

a^___a^. (302^ 

dx* "^ dxdz ^ ^ 

Außerdem liefert die letzte der Gl. (297), wenn wir sie 
zweimal nach x differentiieren, 

dx^dz'^ dx^dy'^ ' 
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und hier können wir für die zweiten Differentialqnotienten 
nach X ihre Werte ans den 6L (300) und (302) einsetzen. 
Die Gleichung geht dann über in 

und damit haben wir schon eine sehr einfache Bedingung ge- 
fundeu, der die Verschiebung | parallel zur Stabachse jedenfalls 
genügen muß, wenn der durch die Gl. (296) ausgedrückte 
de Saint- Venantsche Gleichgewichtszustand yerwirklicht sein 
soll. Wir können aber sofort auch noch einige andere Be- 
ziehungen angebeuy denen die dritten Differentialquotienten 
von I unterworfen sein müssen. 
Zunächst ist nach GL (300) 

dx*dy dxdy* 

und andererseits nach der zweiten der Gl. (297) bei zweimaliger 
Differentiation nach x 

d^n 1 . ?ü . 

Der Vergleich beider Werte liefert 

dn _ i . ^ . 
dxdy* tn dx* 

In derselben Weise finden wir aus Gl. (302) 

dx*dz "" dxdz* 
und aus der zweiten der Gl. (297) durch Differentiation 

dx*dz m ' dx^^ 

also aus dem Vergleiche beider Werte 



(304) 



dxde* 1» dx^ 



(305) 



Bis jetzt haben wir noch keinen Gebrauch von der ersten 
der Gleichungen (298) gemacht, die überhaupt nur Differential- 
quotienten Yon I enthält. Da wir schon ziemlich viel über 
die dritten Differentialquotienten dieser Veränderlichen aus- 
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gemacht haben, wollen wir diese Gleichung noch einmal nach 
X differentiieren; wir finden dann 

und hier können wir für das zweite und dritte Glied auf der 
linken Seite die in den Gl. (304) und (305) gefundenen Werte 
einsetzen. Die Gleichung geht dann über in 



und damit folgt zugleich auch 



0, (306) 



^-^ -^ W-0. (307) 

Durch die Gl. (303), (306) und (307) wird über die Eigen- 
schaften der Unbekannten | schon ein recht genauer Einblick 
gewonnen. Wir können diese Gleichungen übersichtlich in 
folgender Weise zusammenfassen: 

dx* \dx) "" ay* \dx} dz' \dx) "" dydz \dx) "" ^' ^^^^^ 

Die Form der Funktion | selbst läßt sich daraus zwar 
noch nicht bestimmen, wohl aber, was fast noch wichtiger ist, 

der analytische Ausdruck von ^, d. h. von der bezogenen 

Dehnung in der Richtung der Stabmittellinie. Diese kann 
nämlich, wie aus .den Gl. (308) hervorgeht, x nur in der ersten 
Potenz enthalten (denn der zweite Differentialquotient nach x 
verschwindet nach diesen Gleichungen), und ebenso muß sie 
linear in bezug auf y und auf sein. Außerdem kann auch 
kein Glied darin auftreten, das y und zugleich enthielte. Der 
allgemeinste Ausdruck, der mit den Gl. (308) verträglich ist, 
lautet daher 

^ =- ao + «1^: + a^y + a^z + a^xy + «50;^, (309) 

in der die a konstante Größen, also unabhängig von x, y, z 
sind, während sie von der Größe der Belastung des Stabes 
abhängig sein können und müssen. 

FOppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. 25 



386 Bl^^t^ Abfchnitt Gnindzüge der mathemaÜBchen ElastizitätBtheorie 

Betrachten wir nun noch etwas i^her, was wir hiermit 
gefunden haben. Nach dem Elastizitatsgesetze ist 

da die anderen Spannungen ö^ und ö. Null sind. Durch Mul- 
tiplikation von Gl. (309) mit E finden wir daher auch die 
Normalspannungen ö^. Uns interessiert jetzt nur der 
Umstand, daß 6^ hierdurch als eine lineare Funktion, 
der Querschnittskoordinaten dargestellt wird. Das 
war aber die Annahme, yon der wir willkürlich bei 
den Untersuchungen des dritten Abschnittes über die 
Biegungsfestigkeit der Stäbe ausgingen, und wir fin- 
den jetzt nachträglich, daß diese Annahme gar nicht 
so willkürlich ist, wie sie damals hingestellt wurde, 
daß sie yielmehr für Körper, die dem Hookeschen 
Gesetze folgen, eine notwendige Folge aus der an- 
deren Annahme ist, daß kein Anlaß zur Übertragung 
von Spannungen cr^, 0^ und r^, zwischen den einzelnen 
Fasern gegeben sei. 

Damit ist für den Fall der Biegung jede weitere Unter- 
suchung überflüssig gemacht. Wir müßten, wenn wir die 
Betrachtung uach dieser Richtung hin fortsetzen wollten, not- 
wendig wieder zu den früheren Ergebnissen gelangen, denn 
nachdem die Annahme von der linearen Spannungsrerteilung 
einmal hypothetisch eingeführt war, schloß sich daran das 
übrige folgerichtig, und es zeigte sich namentlich, daß sich 
überall Gleichgewicht herstellen läßt, ohne daß Kräfte tfy, ^„ r^, 
zu Hilfe genommen werden mußten. Wir brauchen daher jetzt 
nicht noch einmal nachzuweisen, daß die Gl. (297) und (298), 
falls man die notwendige Bedingung (309) erfüllt, in der Tat 
in Übereinstimmung miteinander sind und einem möglichen 
Gleichgewichtszustande entsprechen, der bei passender An- 
bringung der äußeren Kräfte an den Endquerschnitten des 
Stabes auch sofort verwirklicht werden kann. 
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§ 74. Büokbliök anf die vorige Kntwioklang, 

Wer die Entwicklungen des vorigen Paragraphen zum 
ersten Male kennen lernt, wird sie zunächst umständlich und 
langwierig finden. Nachdem man sich aber einmal dazu ent- 
schlossen hat, Schritt für Schritt die ganze Betrachtung nach- 
zuprüfen, wird man sich überzeugen, daß jeder Schritt für sich 
genommen ganz einfach und leicht verständlich ist. Nur die 
Aufeinanderfolge der einzelnen Schlüsse liegt nicht so klar zu- 
tage; man sieht zuerst nicht recht ein, zu was es nützen soll, 
die verschiedenen Differentiationen auszuführen und die Er- 
gebnisse in der Weise, wie es geschehen war, miteinander zu 
vergleichen. Man bedenke aber, daß es sich darum handelte^ 
die Verträglichkeit von sechs Gleichungen zwischen drei Un- 
bekannten miteinander zu prüfen. Auch wenn es sich gar 
nicht um Differentialgleichungen, sondern um gewöhnliche 
Grleichungen der Algebra gehandelt haben würde, hätte man 
danach streben müssen, zwei der Unbekannten zu eliminieren^ 
um zu Beziehungen zu gelangen, die für die dritte Unbekannte 
erfüllt sein müssen. Von diesem Bestreben ist der ganze Ge- 
dankengang des vorigen Paragraphen beeinflußt, und es kann 
nach den Erfahrungen, die man schon in der gewöhnlichen Al- 
gebra beim Auflösen von Gleichungen macht, nicht über- 
raschen, daß gewisse Verbindungen, die den Eindruck von 
Kunstgriffen machen, schneller zu dem gewünschten Ziele 
führen, als wenn eine solche Anleitung fehlte. 

Es fragt sich femer, was nun mit dem Resultate, zu dem 
wir gelangt sind, für die Biegungstheorie gewonnen ist. Dabei 
müssen wir uns vor allen Dingen daran erinnern, daß nach 
den Untersuchungen von § 72 jede mögliche Lösung zur wirk- 
lichen Lösung wird, sobald die von außenher auf die Körper- 
oberfläche übertragenen Lasten an jeder Stelle in Überein- 
stimmung mit dem Spannungszustande stehen, der zu dieser 
Lösung gehört. Denken wir uns etwa einen Balken, der auf 
der einen Seite eingemauert ist und an dem frei hinaus- 
kragenden Ende eine Last trägt. Wenn die Saint* Venantsche 

25* 
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Losung die wirkliche für diesen Balken sein soll, muß zimächst 
die ganze Mantelfläclie des Balkens frei Ton Lasten sein, was 
hier von Yomlierein erf&Ut ist. Femer darf aber auch an dem 
Endquerschnitte die Last nicht in beliebiger Weise angebracht 
sein, sie muß yielmehr über die ganze Fläche dieses. Endqueiv 
Schnittes in der Weise yerteilt sein, wie wir sie früher für die 
Verteüung der Schubspannungen im gebogenen Balken ge- 
funden haben. Und schließlich muß auch die Befestigung an 
der Einmauerungsstelle so beschaffen sein, daß die zu der mög- 
lichen Lösung gehörigen Formänderungen, also die Querdehnung 
der gedrückten Fasern und die Quenrerkürzung der gezogenen 
dadurch nicht gehindert wird. 

Wenn alle diese Bedingungen genau erfüllt wären, außer- 
dem auch der Stoff, aus dem der Balken hergestellt ist, dem 
Hookeschen Gesetze gehorchte, könnte kein Zweifel darüber be- 
stehen, daß die Saint-Y^nantsche Lösung streng richtig yme. 
In den praktisch yorkommenden Fällen kann aber von einer 
strengen Erfüllung der genannten Bedingungen kaum jemals 
die Rede sein, und die ganze Betrachtung würde durch diesen 
Umstand sehr an Wert yerlieren, wenn man nicht zeigen 
könnte, daß eine Verletzung dieser Bedingungen bis zu einem 
gewissen Grade ohne wesentlichen Einfluß auf den wirklichen 
Spannungszustand ist. 

Man achte z. B. auf die Bedingung, daß sich die Last 
über den Endquerschnitt nach dem für die Schubspannungen 
gültigen Gesetze verteilen muß. Wenn anstatt dessen ein 
Strick um das freie Stabende geschlungen ist, an dem die Last 
aufgehängt wird, kann kein Zweifel darüber bestehen, daß in 
unmittelbarer Nachbarschaft des Stabendes die Spannungsyer- 
teilung durchaus von der de Saint -Venatitschen verschieden 
ist, da der wirkliche Spannungszustand hier jetzt ganz anderen 
Grenzbedingungen unterworfen ist. Je weiter man aber von 
dem Stabende abrückt, desto weniger Unterschied macht es 
aus, wie die Last in Wirklichkeit am Stabende angreift. Um 
dies zu erkennen, stelle man sich ein Gleichgewichtssystem 
äußerer Lasten vor, so daß ein Teil mit der de Saint -Yenant- 
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sehen Angii&weifle der lAst mm Endquersduiifte übovinstaBBil^ 
wihreDd der Best übenll genan entgegimgesetit Hut den Tcm 
dem Striae abertrafjen» Oberilirliffilriiften ist Wom maa 
das so CTflaminc ng i iäjXe T a sfcnwj gfcem n dem durch denSiaiA 
Temraadiiem himnftgt, kommt genan die de Saint- VpiumtHAe 
Bdastungsweiae henna. Der Untenschied Kwiadkoi den Span- 
nongazostindea in bridea Fülen der Angiiffsweiae dn- Last an 
dem Ende wizd daher dmeh joien Spaannngiawtnad angegeben, 
der dem angefühlten Grlädigewichtssysteme der Lasten ent- 
spricht. Xun ist aber T<m Tomhaein Idar, daA ein am Stab- 
ende dicht mwanmengediingtes Lastensfstnn, das dort im 
Gleichgewidite steht, zwar in der NadibaiBchaft eibeblidie 
Formänderungen and Spannungen h eivoi i u fen kann, dait aber 
der Einfloß schnell verschwinden muß, wenn wir uns Ton don 
Stabende «itfemen. IGt anderoi Worten: wenn icb etwa ^ne 
Schiene Ton einigrai Meiern Länge am einm Ende in einem 
Sehraabstocke der Quere nach zosammendracke odkr sie sonst 
in irgendein«' Weise beanspraehe, so daß die hier über- 
tragenen ExiAe anter sich im Gleichgewichte stehen, so maß 
der Einfluß der Behandlang, die dieses Schienenende «*- 
fahrt, sdinell Tersehwindoi, je w^ter entfont Ton dem Ende 
gelegene Teile man ins Aage £ißt. Damit ist aber gesngi^ 
daß die genanere Art der Lastabertragang Ton wesenÜidiem 
Einflüsse nnr in der nächsten Nachbarschaft der Angrifistelle 
der Last isL Aach ha ^ner anderen Art des Lastangrifi 
kann daher in einiger Entfemang Ton der Belastung die Saint- 
Yenantsche Losnng noch als hinieich^id goiaa zutrefiend an- 
gesehen werden. Bei einer Entfemang, die etwa das Drä- bis 
Yi«:fiiche der größten Querschnittsabmeasung bildet, ist jeden- 
fiüls keine merkliche Abweidiung mehr zu erwarten. Durdi 
diesen Umstand gewinnt die im Torigen Paragraphen Tor- 
getrag^ie Theorie erst ihren ToIIrai Wert. 

Die Absieht, die uns bei dem Eintritte in die Unter- 
andrangen der strengen Elastizitatstheorie leitete, nimlich eine 
befriedigendere Grundlage für die Formeln der Festigkeitslehre 
zn gewinnoi, als sie die hypothetiaehe Aafsteüung Ton Form- 
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anderungs- oder Spannuiigsyerteiluiigsgesetzen für die besonderen 
Fälle bildet, ist jetzt erreicht. Freilich handelt es sich dabei 
bis jetzt mehr um eine nachträgliche bestätigende Kritik, als 
um die Gewinnung neuer Ergebnisse. Immerhin ist wohl 
zu betonen, daß nur das lineare Spannungsverteilungs- 
gesetz Naviers und nicht etwa die Bernoullische An- 
nahme, daß die Querschnitte eben blieben, nachträg- 
lich als richtig erkannt wurde. 



§ 'S. Beine Verdrehungsbeanspruohung. 

Die Untersuchungen in § 73 bezogen sich auf einen Stab, 
der gleichzeitig auf Biegung imd auf Torsion beansprucht sein 
konnte. Nachdem wir die Folgerungen hervorgehoben haben, 
die sich aus der allgemeinen Untersuchung für die Biegungs- 
spannungen ergeben, ist es besser, wenn wir jetzt weiterhin 
die Aufgabe dadurch vereinfachen, daß wir die Beanspruchung 
auf Verwinden für sich untersuchen. Zu diesem Zwecke setze 
ich also jetzt überall 6^ » 0, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, 

ll-O, • (310) 

Mit Gl. (309) ist dieser Ansatz Tertraglich; er geht aus dieser 
Gleichung hervor, wenn man annimmt, daß in dem besonderen 
Falle, den wir fernerhin betrachten wollen, alle nüt a bezeich- 
neten Konstanten verschwinden. 
Aus GL (310) fo]^ 

5-9'(y,^), (311) 

wenn 9 irgendeine bis jetzt unbekannte Fimktion der Quer- 
schnittskoordinaten bedeutet. Mit 61. (310) gehen femer die 
61. (297), die den von de Saint-Venant untersuchten Spannungs- 
zustand näher beschreiben, in die einfachere Form 

*-0; ff-H-O; |? + |f-0 (312) 
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genügt, und das außerdem auch die Bediiigii]igsgleicliii]igen(312) 
befriedigt, faSia wir die Konstanten h nnd c so wählen, daß 

l^ + l^-o 

dz cy 

wird Nach Einsetzen ans GL (316) und GL (317) geht diese 
Bedingungsgleichung über in 

und da diese identisch erfüllt sein muß, folgt für die Kon- 
stanten 

£?,=« — &, und <i = — &s • (äl^) 

Die Verschiebungen 5^ i?? E wollten wir (vgl. § 70) auf ein 
Koordinatensystem beziehen, das auf dem Korper selbst fest- 
gelegt ist. Im Ursprünge ist daher 

i«o, i? = o, e-0. 

Da femer die X-Achse stets durch denselben unendlich 
benachbarten Punkt gehen sollte, so wird im Ursprünge auch 

dx ^ dx ' 

und da schließlich die XiT-Ebene durch einen dritten unend- 
lich benachbarten Punkt gefQhrt sein sollte, muß im Ursprünge 
auch 

dy 

sein. Diese Festsetzungen gestatten die Bestimmung der meisten 
Konstanten h und c. Aus der ersten Reihe folgt nämlich 

h = 0; Co == 0, 
aus der zweiten 

und aus der dritten Bedingung 

Cj == 0. 

Hierdurch und durch die GL (319) werden alle Konstanten h 
und c bis auf eine, nämlich b^^^ — c^ bekannt. Diese eine 
noch unbekannt gebliebene Konstante sei kurz mit c bezeichnet. 



poiiaztiea vie fcuet 

Die 11=. TiaftilBaiai!- hk 5 t^aI J' oifaeiL \ '^cviaaRsanic mm- 
UeuesL TfTyfcieoqaggfc : mg«: aaraea i{ ojui ^ TrMiin"TT ^*'jl j-js^ 

Djdi al^ Propik^oiusiL »iQu» Kr»idQi/C*^n«HfimiaECBs aar üi^ ^ 
und ^Acfa» saf^oKn. jeffi«a. ICcs^coziks aof <ter X-JL^nae- 
liegt ^zai *iaA mnL 7i»ntmr:n.Ci*L <x g^iiiSciL L^jt*^ E^mHäiiK- t 
bedmteir £i&er «£20. aof «iits: LSatpsuänjUi^ <iör W'^Jä^ b«>zi)0BiaL 

jetzt so<!a bL ii^ BettLnunnn^ «ii*r FmlrujiH 1=^9 ^^^r '^ 
da* IfcBaggtaaJii^iHi'fi -.inig ^I^ i;hli«^^»tl miiii Xul h<»ekiKy 
daS 5 = y jf j- Ar x — ^ »> ii»^ ♦jieu'a.ninr iftr E^3MtbA xoicnty, 
in dL"»- AM" •iTÄcackairr x =»» 'i i.irik «ij* F'jnnünif«*nin^ fther- 
geht. ATIfr andler»aL ♦in«*ri<*.iui*'r>t in*aji«a »il»*H#^lh#* G^^tt^ilt an^ 
da $ TXBobaaiur^r ^-^o- ir ^HtL i'rlner^ ak ri^i^ ti^uni*^ aU n<thri$|f 

bekaMBS wvc^ nauun. maiL aiu «ii)^ dji i^ittr^.haittA AhAn hliAi»eru 
Wir wolLbl maefunu jcLWj*itan dn^ n<*h.Ci^ (khi^ ir^tiatA N^ir.h 
dieser Annaami* aiiiiii»- | •*iiiä U:i***f* FimkKirtn v^n f oä«I 1 
seim; wir fetiHL älan 7<»r%iif»nii>VfHJw: 

ein ATwajrr ,ii»r .liij: £;'.rf*^"*i!i*i'»lwftr.Ml».»i»v^ 'ii<» »^ »l«f |«i h«- 
feiediist. ai*i 20. •»irunu m/»^l»«"'K^i^ y!iiH^»6 •♦»»/'./»» 4t**«.!« t *U:t 
Xxxn haben wir »n«»r rt<v»K 4»^ 6 ^^./»/^*t^1»^»^» ••»»<»» *»> 'J--^ 0>*»-v'- 

gabei iac die^ M^mr-^ittüAh^^ 4a/ vV^vM/., «».^ .*'.i. -.a y^a .i«a 
Stdiau wo Elfter »yJÄr ^'.iA<MAM4^.>.'.rr'^'« niJt^ k .u «***J. fc»i 
Ton äußeren t/it^^m A.».^»' 4^^» *'.>»/./» /'/*t / »M»>.r.t.-,u >4U».h 
Xull J55setz&*n ^>pf»\n.MV/ifU'oM4r^/M'<MVw. //^, '/,, z'.^, »»».«tt *io-j uu 
der 0faertliich<^ ;t>u»h rt'W» i'.»»'- »J' »r.i>M.j, ..,♦... o.»^ :ifiiu|Miui5iit« 
Xlil -»eirt. 'Im* »iV 4.V 4.f<'^ '*''• »th.».,,' ). <; uu'i illo Nor- 
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falls 80 verteilt sein^ daB sie den Umfuig überall berührt. 
Das war die Grenzbedingimg, die wir bei der Bebandlnng der 
Torsionsfestigkeit im neunten Abschnitte überall Toranstellten, 
und sie muß natürlich auch hier noch berücksichtigt werden. 
Bisher war yon ihr noch nicht die Rede; sie ist es aber ge- 
rade, die die noch ausstehende Bestimmung der unbekannten 
Funktion g oder q> ermögUcht oder die umgekehrt lehrt, unter 
welchen Umstanden eine solche Losung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (318) wie die in GL (321) gegebene der Wirk- 
lichkeit entspricht. 

Um diese Bedingung in Form einer Gleichung ausdrücken 
zu können, gehe ich auf die Werte für die Spannungskom- 
ponenten T^y und T^, in den Gl. (279) zurück. Danach war 

•.,-<MJ)i '..-«(ü+ll)- 

Wenn die Gleichung des Querschnittsumrisses (oder auch eines 
Teiles des ganzen Querschnittsumrisses) in der Form 

angeschrieben wird, so muß, damit die aus den Komponenten 
T,^ und r^g resultierende Schubspannung den Querschnittsum- 
&ng berührt^ 

— -^ (322) 

sein. Also haben wir noch für den Querschnittsumfang die 
Bedingungsgleichung 



4- ri 
de dx dz 



(323) 



dy dx 

oder, wenn man die Werte Ton ri und ( ans GL (320) einsetzt, 

dl 



ä^ - 'y dz 
dy 



(324) 



Dieser Gleichung muß | überall an der Oberfläche genügen, 
wenn die Oberfläche frei yon äußeren Kräften sein soU, und 
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zwar nicht nur für den besonderen FaU, den wir hier unter- 
suchen^ sondern ganz allgemein. 

Wir prüfen jetzt^ unter welchen Umstanden der in 61. (321) 
aufgestellte Wert von | auch dieser Grenzbedingung genügt. 
61. (324) geht hier über in 

a, — cy dg 
«1 4" c^ ^y 

Diese gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung kann 
sofort integriert werden. Durch Trennung der Variablen er- 
hält man 

(«t — <^y)^y ■" («1 + cz)dg 

oder nach Integration 

a^z + --z^ — a^y + |y* = K. 

Das ist aber, wie man aus der Gleichheit der Koeffizienten 
von y^ und z^ erkennt, die 6Ieichung eines Kreises. Damit 
ist bewiesen, daß nur bei kreisförmigen Querschnitten 
nach der Torsion alle Punkte, die vorher auf einem 
Querschnitte lagen, auch nachher noch in einer Ebene 
enthalten sein können. In allen anderen Fallen geht die 
Querschnittsebene in eine gekrümmte Fläche über. Die Kritik, 
die wir jetzt üben, fällt daher bei der Verdrehung ganz anders 
aus als bei der Biegung. Während dort wenigstens die Span- 
nungsverteilung der Navierschen Theorie bestätigt wurde, er- 
keimen wir hier, daß die ältere Theorie der Torsion falsch 
war mit einziger Ausnahme des kreisförmigen Querschnittes, 
und man muß wohl beachten, daß dieser wichtige Aufschluß, 
der inzwischen freilich schon auf die ganze 6estaltuüg da: 
elementaren Theorie der Torsion zurückgewirkt hat, erst durch 
die strenge Elastizitätstheorie gegeben wurde. — Zugleich 
bildet übrigens das eben gewonnene Resultat eine 
willkommene Bestätigung der früher vorgetragenen 
Theorie der Torsion für Wellen von kreisförmigem 
Querschnitte. 
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§ 76. Fortaetemig fOr den elliptischan QnBraciuiitt. 

Ffir 6L (318) kann man beliebig riele Losongen angeben. 
Jede dieser Losongen entspricht einem m^lidien Spannnngs- 
zustande. Damit dieser wirklieb xostande komme, mnß man 
aber noch for die £r{&llnng der Grrenzbedingongen an der 
Korperoberfläche Sorge tragen. Besteht die Grenzbedingnng 
an der Mantelflache des Stabes darin, daß diese frei Ton äußeren 
Kräften sein soll, so wird sie, wie wir schon sahen, durch 
6L (324) ausgesprochen. Man kann nun entweder so Terfah- 
ren, daß man irgendeine beliebige Losung der partiell^i Diffe- 
rentialgleichung (318) annimmt und dann nach GL (324) die 
Gestalt des Querschnitts bestimmt^ für die diese Losung zu- 
trifft, oder man kann umgekehrt verlangen, für eine gegebene 
Querschnittsform die passende Losung der GL (318) zu finden. 
Die letzte Aufgabe ist indessen weitaus schwieriger zu losen 
und für beliebig gegebene Querschnittsformen, also z. B. für 
einen I-formigen Querschnitt ist sie bisher überhaupt nicht 
streng gelöst worden. Für den rechteckigen Querschnitt ist 
dies allerdings gelungen. In Band Y kann man die Lösung 
finden; sie ist aber zu schwierig, als daß sie hier l^tte Platz 

finden können. 

Viel einfiu^her ist dagegen das andere Verfahren, zunächst 

irgendeine Lösung der GL (313) anzunehmen und dann die 

Gestalt des Querschnittes aufzusuchen, für die diese Lösung 

zutrifft. Die allgemeinste Lösung der GL (318) ist nämlich 

wohlbekannt; sie lautet 

i - g>(yg) ~n(y + iz) + U(jf- »>), (325) 

wenn i die imagii^re Einheit und f^ und f^ ganz beliebige 
Funktionszeichen sind. Daß GL (325) die Differentialgleichung 
(318) befriedigt, folgt durch Einsetzen des Wertes, und daß 
GL (325) zugleich die allgemeinste Lösung angibt, folgt daraus, 
daß sie zwei willkürliche Funktionen enthält. Je nach den 
Formen der Funktionen f^ und f^ kann man nun beliebig viele 
partikuläre Lösungen angeben, und zwar bildet sowohl der 
reelle als der imaginäre Teil Yon GL (325) für sich genommen 
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eine Ldsang. Mut kann also s. B. auch die allgem^nsie Fonn 
Ton Potenzreilieii, die mit GL (318) yeitriglicli ist, hieimacb 
ohne weiteres aaschieibeny nämlich, wtsaxL wir nns auf ganze 
positive Exponentm beschrankoi, 

£ - «0 + OiC» + t^) + a,(jr + iey + ••••) .«^. 

in der die a und h ganz beliebige Koeffizienten sein konnoi. 
In diesen vielgestaltigen Formen ist als eine der ein&ch- 
sten anch die folgende enthalten 

i - 9(ye) - ayg. (327) 

Daß sie dberhaupt die GL (318) befnedigt, erk^mt man beim 
Einsetzen in diese Gleidiung sofort Daß sie aber mach in der 
Form (326) mit enthalten ist, folgt danuiSy daß man sie ab 
den imaginären Anteil von 

betrachten kamu Wir wollen für diese besondere Form des 

Wertes von | den zugehörigen Queischnittsumriß nach GL (324) 

bestimmen. Diese Gleichung geht hier über in 

(g — c)y _^ ds 
(a-|-c)jp *" dy' 

die sich auch in der Form 

(a + c)zde + (c — o)ydy — 

schreiben laßt. Die Integration liefert 
wofür man auch 

schreiben kann, wenn K' irgendeine neue unbekannte Inte- 
grationskonstante bedeutet. In GL (329) erkennt man aber 
die Mittelpnnktsgleichung einer Ellipse, deren Achsen in die 
Richtungen der Koordinatenachsen faUen. Das Achsenverhältnis 



(328) 
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ißt Yc + a : Yc — a. Yoraussetzung ist, daß a dem Absolut- 
werte nach jedenfalls kleiner ist als e. 

Für die Schubspanniingskomponenten erhalt man dnrch 
Einsetzen in die früheren Formeln 

-.. - «(H + H) - «gl -'^y) — ö^C'^— )W 

Damit diese Losung eine wirkliche sei^ ist jetzt nar noch er- 
forderlich, daß an den Endquerschnitten des Stabes das ver- 
drehende Moment der äußeren Ejilfte in derselben Verteilung 
über den Querschnitt angebracht sei, wie wir sie hier für die 
Schubspannongsyerteilung in irgendeinem anderen Querschnitte 
gefunden haben. Tatsächlich wird dies freilich in praktisch 
vorkommenden Fällen nicht zutreffen. Man muß sich aber 
dann an die Auseinandersetzungen in § 74 erinnern, nach 
denen es für solche Stellen, die weit genug vom Lastangriffe 
entfernt liegen, ziemlich gleichgültig ist, auf welche besondere 
Art die Last angebracht ist. 

Wenn wir das Resultat, zu dem wir jetzt gelangt sind, 
mit der früheren Untersuchung über die Verdrehungsfestigkeit 
der elliptischen Welle vergleichen, finden wir, daß die damals 
hypothetisch angesetzten Gleichungen (227), S. 313 

der Form nach vollständig mit den Gl. (330) übereinstimmen. 
Jener willkürliche Ansatz hat sich daher bei der ein- 
gehenderen Untersuchung jetzt als genau richtig er- 
wiesen. Es ist daher nicht nötig, hier noch weitere Folge- 
rungen aus den Gl. (330) zu ziehen; vielmehr genügt es, auf 
die früheren Darlegungen im neunten Abschnitte zu verweisen. 
Nur eine Bemerkung möge hier noch Platz finden. Gl. (327) 
ist zugleich die Gleichung der krummen Flache, in die der 
vormals ebene Querschnitt durch die Verdrehung übei^eht. 
Das ist aber die Gleichung eines hyperbolischen Para- 
boloides. Denkt man sich, nachdem die Yerwindung erfolgt 
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ist, Ton ncnoB cne ftwilil ebens Sdnitte Hakiedit mr Achse 
gel^^ so nrhwiikn diese & Iismih fBckeeu in die die vor- 
her ebenen Qniiwlwiiir ihage^tmgoß mmd, in gkirhyitigen 
Hyperbdn; Sdnüte^ die iarth die Adtee gelegt sind, eigebai 
Parabdn. 

Oft gmng BBt ädk eine Ämtgabe ans einon GtOMete der 
theoretischen Fli jak snf eine Aii%ibe ans einest guz anderen 
Gebiete xara ACüu cn- Jeder Vagleidi dieser Art ist Idnreich 
und nützlidi. Eine aü e ug e Lossng wird zwar, da sie bei jeder 
Ton b^den Angaben ^eidi schwer zn finden ist. dordi den 
Yeigleicii rielleicht nicht erleichtert. Dagegen and Mhomigs- 
weise Lösangen bei einer Ton beiden Aa%abcn oft mit Leich- 
tigkot anzagdwn nnd hicnnit auf die mdrir An%abe zn über- 
tragen, bei der sie amist vid schwerer za finden g ew es e n 



Für das Toreimispfoblesi hat man zwei Vergleiche dieser 
Art angestellt, die sich als sehr fruchtbar erwiesen haben 
Den einen dsTon, das ,^TdrodTnamische Glnehnift^ werde idi 
hier knrz besprechen, nährend ich mir Torfadialte, im Sü Bande 
darauf Ton neuem znrüefcrokommen und aoch den anderen Ton 
PrandÜ herrührenden Yer^dch des Tonionsproblems mit der 
Gestalt dner bdasteten Membran beizofagen. Indessen ist auch 
hier schon Ton der Arbeit Ton Prandtl einiges benützL 

Man denke mch, Ton einem Punkte des Queischnittes aus- 
gehend, eine Linie gezogen, die in der Biefatuug der resol- 
tierendm Schabspamiung r immer weiter Terlingert wird. Alle 
Linien, die sich in dieser Weise ziehen lassen, wollen wir uns 
in den Quersehiiitt eingetragen denken, so daß durch jeden 
Punkt eine daron geht. Der ein&eheren Bezeichnung w^en 
Bollen diese Linien die Spannungslinien und die Gesamtheit 
der Linien, die den ganzen Querschnitt aosfdUen, das Span- 
nungsfeld genannt werden. Von solchen Konstruktionen 
macht man oft Gebrauch, um sich über die Verteilung einer 
gerichteten Große ron irgendeiner Art in einem gegebenen 
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Gebiete Klarheit za yerschaffen. Am meisten bekamit ist diesies 
Verfahren in der Lehre Tom Magnetismos, wo man die in 
dieser Weise gezogenen Linien als die Kraftlinien bezeichnet. 

Lnmer, wenn man von dieser Yeranschaalichang Gebraach 
macht, ist es nützlich, sich noch eines damit zusammenhan- 
genden Bildes zn erinnern. Man kann sich nämlich eine 
Flüssigkeit vorstellen, die überall in der Bichtnng der Kraft- 
linien, oder hier der Spannungslinien strömt, so daß zugleich 
die Geschwindigkeit der Strömung überall proportional der 
Große der Kraft oder der Spannung ist. Diese Flüssigkeits- 
bewegung ist ebenfalls sehr geeignet, ein anschauliches Bild 
von dem Felde zu entwerfen, mit dem man es gerade zu tun 
hat, und in der Lehre vom Magnetismus spielt der daraus her- 
voigegangene Begriff des „Krafkflusses^ eine große Rolle. 

Wir wollen jetzt sehen, wie wir die allgemeinen Bedingung»- 
gleichnngen, denen unsere Aufgabe untoworfen ist, umformen 
müssen, um sie der neu gewählten Darstellungsweise anzu- 
passen. Am einfachsten gelingt dies mit der Grenzbedingung, 
die durch Gl. (324) ausgesprochen war. Wir können sie jetzt 
einfach dahin in Worte fassen, daß die Flüssigkeitsstromung 
am Um&nge überall in der «Richtung der Tangente erfolgen 
muß, d. h. geradeso wie eine Flüssigkeitsströmung ohnehin 
erfolgt, wenn sie rings von festen Wänden eingeschlossen ist. 

Bezeichnet man die Geschwindigkeitskomponenten der 
Strömung mit v und v^, und versteht man unter m einen 
Proportionalitats&ktor, durch den der bei der Abbildung zu- 
grunde gelegte Maßstab zum Ausdrucke gebracht wird, so 
hat man 

Die Gleichgewichtsbedingung der Spannungen am Yolumen- 
elemente g^en Yerschieben in der Richtung der X-Achse er- 
fordert daß 
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ist, woraus sofort ^ ^ 

lif + W-O (332) 

folgt. Setzt man in diese Gleichung die Werte aus (331) ein, 
so erhält man ^,. ^,. 

womit auch 61. (318) erfallt ist. 

Gl. (332) spricht die ^Kontinuitatsbedingung*' der Hydro- 
dynamik aus, wie im 4. Bande näher erörtert wird. Sie sagt 
aus, daß eine gewöhnliche Wasserströmung zur Abbildung 
des Spannungsfeldes ausreicht, ohne daß es nötig wäre, Quellen 
oder Sickerstellen anzunehmen, um den Fluß in dieser Form 
zu ermöglichen. 

Um femer noch die Bedingung auszusprechen, daß sich 
v^ und V, nach den Gl. (331) in derselben Funktion $ dar- 
stellen lassen müssen, differentiieren wir die erste dieser Glei- 
chungen nach g und die zweite nach y und subtrahieren hier- 
auf beide yoneinander. Dadurch erhalten wir 

Ij-^' 2möa (333) 

jJie linke Seite dieser Gleichung stellt die Intensität des 
„Wirbels^' der Flüssigkeitsströmung dar, und die Gleichung 
spricht aus, daß die Flüssigkeit an allen Stellen mit derselben 
Stärke 2mGc wirbelt. 

Hiermit ist die Flüssigkeitsbewegung Tollständig bestimmt; 
nur auf eine einzige Art ist es nämlich möglich, daß die 
Wirbelstärke überall einen gegebenen konstanten Wert hat, 
wenn die inkompressible Flüssigkeit in dem durch den Quer- 
schnitt angegebenen Räume stetig herumfließen soll und dabei 
rings Yon festen Wänden eingeschlossen ist. 

Die Vorstellung unserer Aufgabe unter diesem Bilde kann 
nun insofern von Nutzen sein, als dadurch gewisse Schätzungen 
oder auch genaue Rechnungen nach den Lehren der Hydro- 
dynamik erleichtert werden. Als Beispiel dafür wollen wir zu- 
nächst ein auf Yerwindung beanspruchtes Flacheisen betrachten, 
also einen Stab yon rechteckigem Querschnitt, yon dem eine 

FOppl, FestigkeitBlehre. 5. Aufl. 26 
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Querschnittsseite viel größer ist als die andere. Die Strömungs- 
oder Spannungslinien müssen wegen der ihnen auferlegten Be- 
dingungen ungefähr so im Querschnitte yerlaufen, wie in 
Abb. 97 angegeben ist. Die äußerste Stromlinie fällt nämlich 
mit dem Umrisse zusammen und auch die etwas weiter nach 
innen zu liegenden laufen den Langseiten auf längere Strecken 



Z 




hin ohne merkliche Krümmung nahezu 
parallel. An diesen Stellen kann daher 

V und auch -^ genau genug gleich Null 

gesetzt werden, woraus nach Gl. (333) 



dy 



— 2mGc 



(334) 



y folgt. Wegen der Bedeutung von v, kann 
dies auch in der Form 



dy 



(335) 



Abb. 97. 



geschrieben werden. Die Spannung längs 
der T'-Achse wächst daher proportional 
mit dem Abstände von der ^Achse, 
und das Spannungsverteilungsdiagramm 
nimmt die in Abb. 97 eingetragene ge- 
radlinige Gestalt an. — Daß die Spannung in der Mitte der 
Langseite größer wird, als an irgendeiner anderen Stelle des 
Querschnittes, folgt daraus, daß sich die Stromlinien an dieser 
SteUe dichter zusammendrängen müssen, als in der Nähe der 
Schmalseiten; die Geschwindigkeit der Strömung und hiermit 
die Spannung ist daher größer als dort. 

Man betrachte ferner zwei unendlich benachbarte Span- 
nungslinien, die auf der T'-Achse um dy voneinander entfernt 
sind. Die Spannung r^^ an dieser Stelle ist 



T„ — Tmax * ^ y 



(336) 



wenn y den Abstand vom Ursprünge bedeutet. Alle Spannungen, 
die in dem zwischen beiden Spannungslinien liegenden schmalen 
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Streifen übertragen werden^ setzen sich zu einem Kräftepaare 
zusammen ; dessen Moment mit dM bezeichnet werden möge. 
Um dM zu berechnen 9 beachte man^ daß durch jeden Quer- 
schnitt des Streifens dieselbe Flüssigkeitsmenge fließt und daß 
daher in jedem Längenelemente ds eine Spannung übertragen 
wird, die überall mit ds proportional ist und gleich 

Tmax I dy ds 

gesetzt werden kann, wenn hier immer noch dy den Abstand 
der beiden Spannungslinien auf der F-Achse bedeutet. Diese 
Spannung geht überall in der Richtung der Tangente an die 
SpannungsliniC; und wenn man den senkrechten Abstand der 
Tangente vom Ursprünge^ der als Momentenpunkt gewählt 
wird, mit p bezeichnet, hat man 

dM — / r„ax • ^p dy ds — rm« ^ dyj p ds, 

wobei die Integration über den ganzen Umfang der Spannungs- 
linie auszudehnen ist. Das Integral hat aber eine einfache 
Bedeutung, denn p ds gibt den doppelten Inhalt des Dreiecks 

I an, dessen Grundlinie ds ist, während der Ursprung die gegen- 

überliegende Ecke bildet. Die Summe aller dieser Dreiecke 
stellt den Inhalt der Flache dar, die von der im Abstände y 

I vom Ursprünge die T'-Achse treflfenden Spannungslinie einge- 

schlossen wird. Bezeichnet man diesen Flächeninhalt mit F, 
so erhält man 

a 

dJf-r„.«Jdy.2F und daher M^2~jFydy, 



wobei M das Torsionsmoment ist. Nun kann freilich die 
Integration nicht ausgeführt werden, solange man F nicht als 
Funktion von y darstellen kann, d. h. solange man nicht genau 
weiß, wie die Spannungslinien verlaufen. Ungefähr kennt man 
aber ihren Verlauf; man weiß namentlich, daß die äußeren 
Spaimungslinien, auf die es hauptsächlich ankommt, weil bei 
ihnen sowohl die Spannungen als die Hebelarme am größten 
f 26» 
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sind; nicht yiel Yon Rechtecken verschieden sein können. 
Setzt man daher nähenmgsweise 

so wird man zwar F sicher zu groß rechnen ^ aber bei einem 
sehr schmalen Rechtecke (schmaler als es in Abb. 97 der 
Deutlichkeit wegen gezeichnet war) kann der Fehler nicht 
sehr groß ausfallen. Es mag noch bemerkt werden, daß eine 
genauere Theorie, auf die erst im 5. Bande eingegangen werden 
kann, lehrt, daß man an Stelle von b in dem vorhergehenden 
Ausdrucke eigentlich b — 0,63 a setzen sollte. Wenn b weit 
größer ist als a, kommt es aber auf diese geringfügige Ver- 
besserung nicht an. Ich setze also F so ein, wie angegeben, 
und erhalte 

a 

M^8 ^ bj y^dy = -^ tmt^a^b, 



hiermit wird endlich 

_ 8M _ SM ,a«-v 

wenn mit % und b^ die ganzen Rechteckseiten bezeichnet 
werden. 

Diese Formel liefert, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, 
die Spannung Tmax sicher etv^as zu klein. Bei sehr schmalen 
Rechtecken kommt dieser Wert aber der Wahrheit erheblich 
naher als die in § 61 abgeleitete Formel (238) 

9M 



'max 



2ai*&i^ 



die im übrigen bei Rechtecken, die sich nicht allzuviel von 
Quadraten unterscheiden, den Vorzug vor 61. (337) verdient. 

Auch die Eonstante c, die nach § 75 den auf die Längen- 
einheit der Welle bezogenen Verdrehungswinkel angibt, kann 
jetzt leicht berechnet werden. Nach Gl. (336) hat man für 
die auf der T'- Achse gelegenen Punkte 
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und nach OL (335) folgt daraas för Cj Toto Vorzeicheo, das hier 
gleichgültig ist, abgesehen 

«-li^f«- (888) 

FDr die Länge l wird daher der Verdrehungswinkel ^tp, 

wenn man noch die ganzen Rechteckseiten a^ und i, einfuhrt, 

''^-^- (839) 

Indessen ist auch diese Formel nur für schmale Kechtecke zu 
verwenden; bei Rechtecken, deren Seiten von gleicher Größen- 
ordnnog sind, ist die auf S. 329 fOr <^^ abgeleitete Näherungs- 
formel als genauer zu betrachten. 

Als zweites Beispiel betrachten wir ein sogenanntes E-Eisen, 
d. h. einen Stab von der in Abb. 98 gezeichneten Querschnitts- 
gestalt. Aach hier müssen die Stromlinien ihrem allgemeinen 
Verlaufe nach den UmriBUnien 
des Querschnittes folgen. In den 
geradlinigen Teilen des Quer- 
schnittes gleicht daher der Ver- 
lauf der Spannungslinien und hier- 
mit auch die Spannungsverteilung 
der im vorigen Beispiele bespro- 
chenen. Die TorsionssteiSgkeit 
des Stabes kann daher nicht 
hfiher veranschlagt werden als 
die eines Flacheisens, das aus ihm 
durch Umbiegen der beiden Flant- 
schen erhalten werden könnte. 
Damit sie auch nur so hoch werden 

kann, muß überdies vorausgesetzt werden, daß die nach innen 
zu einspringenden Ecken eine hinreichende Abrundung erhalten 
haben, um eine stärkere Znsammendrängung der Stromlinien, 
und hiermit eine größere Spannung an diesen Stellen zu ver- 
meiden. 

Weit höher fällt dagegen die Torsionssteifigkeit aus, wenn 
der Querschnitt eine ringförmig geschlossene Figur bildet, etwa 



406 Elfter Abschnitt. Grundzüge der mathematischen Elastizitätstheorie 



wie in Abb. 99. Bei einem solchen Bohre können die benach- 
barten Stromlinien alle im gleichen Sinne weiterfließen; ohne 

durch denselben Schenkel auch wieder zurücklaufen zu müssen. 

• 

Das sich hiemach er- 
gebende Spannungsver- 
teilungsdiagramm ist in 
die Abbildung einge- 
tragen. Man sieht; daß 
bei sehr dünner Rohr- 
wand die Spannung an 
allen Stellen nahezu 

gleich groß wird. Der 

Mittelwert x der Span- 
nung folgt für den in 
der Abbildung darge- 
stellten Fall aus der 
größten Spannung rm»x 
an der äußeren Kante zu 




a 



'max 



Abb. 99. 



und die Momentenglei- 
chung für das Gleichgewicht zwischen den Spannungen und 
dem Yerdrehungsmomente kann genau genug in der Form 

angeschrieben werden^ woraus 



'max 



^ahh 



(340) 

folgt. Auch hierbei ist eine hinreichende Ausrundung der 
nach innenhin einspringenden Ecken yorausgesetzt; da sonst 
die Spannung an diesen Stellen erheblich größer werden könnte 
als an den äußeren Kanten. 

Sobald aber ein solches Rohr der Länge nach aufgeschlitzt 
wird, womit der Querschnitt die in Abb. 100 dargestellte Ge- 
stalt annimmt, verliert es den größten Teil seiner Torsions- 
Steifigkeit. Die Stromlinien müssen jetzt an der Schlitzstelle 
wieder umkehren; ihr Verlauf ist daher ganz ähnlich wie in 



§ 78. Die Hftrte 



407 



Abb. 98, und die Torsionsfestigkeit ist ungefähr ebenso niedrig 

einzuschätzen, wie bei einem Flacheisen yon derselben Dicke, 

dessen Breite gleich der Länge des Umfanges ist 

Auch auf die vielfach angewendeten I- und L-Eisen können 

diese Betrachtungen sofort übertragen und zur Abschätzung 

ihrer Torsionssteifigkeit verwendet werden. 

Zu einem bemerkenswerten Besultate gelangt man durch die 
hydrodynamische Betrachtung auch, wenn man sie auf den Fall an- 
wendet, daß irgendwo im Quer- 
schnitte ein kleiner Sprung 
(Gußfehler oder dergl.) auftritt. 
Wir wollen annehmen, daß die- 
ser Fehler durch ein kleines 
kreisförmiges Loch im 
Querschnitte dargestellt 
werden kann. Dadurch wird 
das Spannungsfeld nur in der 
Umgebung des Loches merklich 
geändert; die Spannungslinien 
können jetzt nicht mehr durch 
die Fläche des Loches weiter 
gehen, sondern müssen aus- 
biegen und am den Band des 
Loches herumfließen. Man sieht 
schon ohne weiteres ein, daß 
an den Bändern des Loches die 
Geschwindigkeit gesteigert wer- 
den muß. Diese Geschwindig- 
keit entspricht aber der Span- 
nung und damit der Beanspru- 
chung des Materiales in der verdrehten Welle. In der Tat kann man 
auch zahlenmäßig den Einfluß des Sprunges leicht nachweisen; es 
zeigt sich, daß die Spannung am Bande dadurch gerade 
auf das Doppelte erhöht wird. Auf die Durchführung der Bech- 
nung verzichte ich hier, da sie auf hydrodynamischen Betrachtungen 
beruht, die ich hier noch nicht als bekannt voraussetzen kann. 




Abb. 100. 



§ 78. Die Harte. 

Die Härte ist eine Oberflächenfestigkeit. Sie macht sich 
bemerklich, wenn man zwei Körper, die sich anfänglich nur 
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in einem Punkte oder längs einer Linie berührten^ aufeinander 
drückt; 80 daß sie sich abplatten^ bis sie eine Beschädigung, 
also entweder einen Sprung oder einen bleibenden Eindruck 
erfahren. Die elastische Formänderung, die bei dieser Ai't der 
Belastung eintritt, wurde von Hertz nach den Methoden der 
mathematischen Elastizitätstheorie untersucht. Hier beschränke 
ich mich auf die Angabe der wichtigsten Ergebnisse dieser 
Untersuchung, während man im fünften Bande eine ausführ- 
liche Darstellung davon finden kann. 

Als streng richtig sind übrigens die Hertzschen Formeln 
nicht anzusehen, weil sie auf einen Umstand keine Rücksicht 
nehmen, der, wie es scheint, bei den Härteerscheinungen eine 
erhebliche Rolle spielt. Die oberflächlichen Schichten eines 
festen Körpers verhalten sich nämlich anders als die nach 
innenhin liegenden. Bei den flüssigen Körpern sprechen sich 
die besonderen Eigenschaften der Oberflächenschichten in den 
Kapillarerscheinungen aus; sie sind daher schon seit langer 
Zeit bekannt und genauer untersucht. Bei den festen Körpern 
bestehen aber, wie aus den Härteversuchen hervorgeht, solche 
Unterschiede offenbar ebenfalls. Daß sie nur bei der Härte 
und nicht bei den anderen Beanspruchungsarten eines festen 
Körpers hervortreten, liegt daran, daß die Härte in erster 
Linie auf der Festigkeit der Oberflächenschicht beruht und die 
inneren Teil« dabei nur wenig in Mitleidenschaft gezogen 
werden, während sich bei allen anderen Beanspruchungsarten 
die Spannungen tief ins Innere des Körpers hinein erstrecken, 
so daß die Oberflächenschichten nur einen kleinen Teil davon 
aufzunehmen haben. 

Immerhin haben sich die hier mitzuteilenden Formeln von 
Hertz im wesentlichen bewährt, und sie werden daher in der 
Technik neuerdings häufig benutzt. 

Beide Körper seien zunächst ohne Druck in einem Punkte 
zur Berührung gebracht. Man denke sich alle Punkte beider 
Oberflächen in der nächsten Nachbarschaft des Berührungs- 
punktes aufgesucht, die einen sehr kleinen konstanten Abstand 
e in der Richtung der Berührungsnormalen voneinander be- 
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sitzen. Bei ihrer Projektion auf die Berührungsebene geben 
diese Punkte im allgemeinen eine Ellipse^ die aber in den 
Fällen^ yon denen jetzt die Rede sein soll, in einen Kreis 
übergeht. 

Bei der Abplattung, die die Körper erfahren, wenn man 
sie mit einer Kraft P aufeinander drückt, berühren sie sich 
in einer kleinen Fläche, die man als die Druckfläche be- 
zeichnet. Auch die Druckfläche wird ein Kreis, wenn die vorher 
besprochene Kurre ein Kreis war. Man kann nun fragen, wie 
groß die Druckfläche ist, die zu einer gegebenen Last P ge- 
hört, wie sich femer die Last P über die Druckfläche verteilt, 
wie groß also insbesondere der Druck in der Mitte wird, wo 
er am größten ausfällt, und wie groß endlich die Abplattung 
ist, d. h. um wieviel sich beide Körper infolge der elastischen 
Formänderung einander nähern. 

Diese Fragen werden durch die Untersuchung von Hertz 
beantwortet, wobei jedoch, abgesehen von dem zuvor be- 
sprochenen verschiedenen Verhalten der oberflächlichen und 
der inneren Schichten, auf das keine Rücksieht genommen 
wird, selbstverständlich auch vorausgesetzt werden muß, daß 
die Last P nicht so groß werden darf, um an irgendeiner 
Stelle eine Überschreitung der Proportionalitätsgrenze herbei- 
zuführen. ünt«r dieser Voraussetzung gilt zunächst, daß der 
auf die Flächeneinheit bezogene Druck 6 am Rande der Druck- 
fläche gleich Null ist und nach der Mitte hin anwächst wie 
die Ordinate einer über der Druckfläche konstruierten Halb- 
kugel. D«r größte Wert 6q von 6 ist daher lYamal so groß 
als der Durchschnittswert für die ganze Druckfläche. Femer 
wächst der Halbmesser der Druckfläche proportional mit der 
dritten Wurzel aus der Last P Li demselben Maße wächst 
daher auch die Spannung 6q und hiermit die Beanspmchung 
des Materials. Die Annäherung a beider Körper infolge der 
Abplattung wächst dagegen proportional mit der zweidrittelten 
Potenz von P 

Für zwei Kugeln aus demselben Materiale vom Elasti- 
zitätsmodul E mit den Halbmessern r^ und r, erhält man. 
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wenn die Poissonsche Yerhältniszahl w -= -^ gesetzt wird, für 
den Halbmesser a der Druckfläche 



Das untere Vorzeichen im Nenner ist zu nehmen, wenn die 
eine Kugel eine Hohlkugel ist. Femer wird 



(To - 0,388 |/p^p^y, (342) 

« - l^sf 5 • -V^' • (343) 

Praktisch wichtig ist namentlich der Fall, daß an Stelle der 
einen Engel eine Platte tritt. Man brancht dann nur den be- 
treffenden Halbmesser in den yorausgehenden Formeln unend- 
lich groß zu setzen. Dadurch erhält man für eine Platte 
und eine Kugel vom Halbmesser r 



«^l'^lff» (344) 

tfo- 0,388 ]?^^\ (345) 

«"1'23]?^. (346) 

Femer erhält man für zwei rechtwinklig gekreuzte 
Zylinder von demselben Halbmesser r 

tfo - 0,388]?^ . (347) 



Praktisch wichtig ist femer noch der Fall, daß sich 
zwei Zylinder von den Halbmessern r^ und r^ längs 
einer Erzeugenden berühren. Man muß sich die Zylinder 
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unendlich lang denken. Die eine Halbachse der Druckellipse 
wird dann auch unendlich groß, und für die andere erhält man 



a - 1,52]/ J . ^^ (348) 

, <y„ _ 0,418T/p^^^^ . (349) 

Die Wurzeln sind hier Quadratwurzeln^ worauf ich ausdrück- 
lich aufmerksam mache; unter P' ist der Druck auf die Längen- 
einheit der Zylinder zu verstehen; P' hat daher die Dimension 
kg/cm. 

Wenn einer der Zylinder durch eine Platte ersetzt wird 
(z. B. bei den Walzenlagern der Brückenträger), wird 

a = l,52]/^^, (350) 

<ro=- 0,418]/^ > (351) 

Vorausgesetzt wird dabei; daß die Platte hinreichend dick ist, 
so daß die Spannungen sich nahezu so verteilen, als wenn die 
Dicke unendlich groß wäre. 

Wenn man die Walzenlager eines Brückenträgers nach diesen 
Formeln berechnet, darf man übrigens, wie die Erfahrung 
lehrt, wegen der besonderen Umstände des FaUes die zulässige 
Beanspruchung 6^ in der Mitte der Druckfläche weit höher 
annehmen (vielleicht 3000 atm oder selbst noch mehr), als 
sonst ratsam wäre. 

Wegen des besonderen Einflusses der Oberflächenschichten 
auf die Härte ist es nicht möglich, die Härte eines Körpers 
im voraus zu berechnen, wenn seine übrigen Festigkeitseigen- 
schaften, insbesondere seine Zug- und Druckfestigkeit gegeben 
sind. Man muß die Härte vielmehr durch einen besonderen 
Versuch ermitteln. Hertz schlug vor, zwei Körper, etwa 
zwei Kugeln oder eine Kugel und eine Platte aus dem auf 
seine Härte zu prüfenden Stoffe herzustellen, sie aufeinander 
zu drücken, bis eine Beschädigimg entsteht und hierauf die 
Härte in der zugehörigen Spannung <Tq nach den vorher an- 
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gefflhrten Formeln attszudrüekeiL Das hat sich aber als nicht 
ausfahrbar heraosgeetellt. Zunächst läßt sich beim Yersnche 
gewöhnlich nicht genau erkennen, bei welcher Last die erste 
Beschädigung entsteht. Bei einem sehr spröden Eörp^ kann 
man zwar annehmen, daS die eiste Beschädigung in einem 
Sprunge besteht, der deutlich wahrnehmbar ist. Aber auch 
ffir solche Körper, wie z. B. Glas, gelingt es nidit, die Härte 
nach dem Vorschlag von Hertz zu bestimmen. Der Versuch 
zeigt nämlich, daß der beim Eintreten des Sprunges auftretende 
Wert Ton 6^ von den Krümmungshalbmessern der aufeinander 
gedrückten Kugeln abhängt, was mit der Hertzschen Theorie 
im Widerspruche steht. Gerade diese Erfahrung ist der deut- 
lichste Beweis dafür, daß die Härte von den besonderen Eigen- 
schaften der Oberflächenschicht abhängt, die in der Herizschen 
Theorie nicht berücksichtigt sind. 

Bei den MetaUen ist es überhaupt nicht möglich, das 
Eintreten der ersten Beschädigung, die in einem sehr kleinen 
bleibenden Eindrucke besteht, mit halbwegs ausreichender 
Sicherheit zu erkennen. Um zu einem zahlenmäßigen Aus- 
drucke für die Härte eines Metalls, z. B. einer Stahlsorte zu 
gelangen, muß man daher auf andere Weise vorgehen. 

Die beste Versuchsanordnung besteht darin, daß man zwei 
Zylinder aus dem betreffenden Metalle herstellt, sie kreuzweise 
aufeinander legt und der Reibe nach mit yerschiedenen Lasten 
P aufeinander drückt, so daß bleibende Eindrücke von ver- 
schiedener Größe entstehen. Wegen des yerschiedenen Ein- 
flusses der Oberflächenschicht bei yerschiedenen Zjlinderdurch- 
messem soll der Durchmesser stets gleich 4 cm gewählt werden, 
um zu vergleichbaren Ergebnissen zu gelangen. Die Lasten P 
wählt man so, daß dadurch bleibende Eindrücke von 2^^ bis 
4 mm Durchmesser hervorgerufen werden. Jede dieser Lasten 
diyidiert man durch den Inhalt der zugehörigen Druckfläche. 
Aus den dadurch erhaltenen Zahlen, die nicht viel voneinander 
abweichen, nimmt man das Mittel und betrachtet dieses ^s 
Maß für die Härte des Körpers. 

Da dieser Versuch immerhin etwas umständlich ist, hat 
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man sich nenerdings häufig damit begnügt, die Härte eines 
Scbienenstahls dadurch zu bestimmen, daß man eine sehr harte 
Oußstahlkngel darauf drückt und die Härte aus den dabei ver- 
ursachten Eindrücken, ähnlich wie beim yorigen Versuche, er- 
mittelt. Die Härte eines Schienenstahls stellt sich nach dem 
vorher besprochenen Verfahren im Mittel auf etwa 120 kg/qmm 
oder 12000 atm, während gehärteter Gußstahl auf ungefähr 
das Dreifache kommt. Bei der Prüfung von Schienenstahl kann 
daher die Gußstahlkugel ihm gegenüber nahezu als unendlich 
hart angesehen werden, d. h. auf die besonderen Eigenschaften 
der Gußstahlkugel, die man zu dem Versuche yerwendet, kommt 
es nicht mehr wesentlich an. Darin liegt die Rechtfertigung 
des abgekürzten Verfahrens, das für die praktischen Versuche 
bei der Abnahme von Schienenmaterial als ausreichend genau 
angesehen werden kann. 

Anmerkung. Nach einem anderen Vorschlage soll die Gußstahl- 
kugel durch einen Kegel aus gehärtetem Stahl ersetzt werden, der in 
den zu prüfenden Körper eingedrückt wird. Hierdurch soll erreicht 
werden, daß die Härtezahl unabhängig von der Größe des Eindrucks ist. 
(Vgl. Dr. P. Ludwick, Z. d. österr. Ing. u. Arch.-Ver. 1907 Nr. 11 u. 12.) 
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Querachnittsseite viel größer ist ala die andere. Die Strömungs- 
oder Spannungslinieti müssen wegen der ihnen auferlegten Be- 
dingungen ungefähr so im Querschnitte rerlanfen, wie in 
Abb. 97 angegeben ist. Die äußerste Stromlinie fällt nämlich 
mit dem Umrisse zusammen und auch die etwas weiter nach 
innen zu liegenden laufen den Langseiten auf längere Strecken 
7 hin ohne merkliche Krümmung nahezu 

parallel. An diesen Stellen kann daher 
V und auch -^ genau genug gleich Null 
gesetzt werden, woraus nach Gl. (333) 
^^^' ~~2mGe (334) 

_jj folgt. Wegen der Bedeutung von v, kann 
dies auch in der Form 

^'y 25« (M5) 

1 geschrieben werden. Die Spannung Hngs 

— ' der F-Achse wächst daher proportional 

J — [^ mit dem Abstände von der Z-Achse, 

' und das SpannungSTerteilnngsdit^ramm 

nimmt die in Abb. 97 eingetr^ene ge- 
radlinige Gestalt an. — Daß die Spannung in der Mitte der 
Langseite größer wird, als an irgendeiner anderen Stelle des 
Querschnittes, folgt daraus, daß sich die Stromlinien an dieser 
Stelle dichter zusammendrängen mUssen, als in der Nähe der 
Schmalseiten; die Geschwindigkeit der Strömung und hiermit 
die Spannung ist daher größer als dort. 

Man betrachte femer zwei unendlich benachbarte Span- 
nungslinien, die auf der y-Achse um dy yoneinander entfernt 
sind. Die Spannung s,, an dieser Stelle ist 

t,^ - t„„ ■ J, (336) 

wenn y den Abstand vom Ursprünge bedeutet. Alle Spannungen, 
die in dem zwischen beiden Spannungslinien liegenden schmalen 



§ 77. Hydrodynamiaches GleichniB 403 

Streifen übertragen werden^ setzen sich zu einem Kniftepaare 
zusammen^ dessen Moment mit dM bezeichnet werden möge. 
Um dM zu berechnen y beachte man, daß durch jeden Quer- 
schnitt des Streifens dieselbe Flüssigkeitsmenge fließt und daß 
daher in jedem Längenelemente ds eine Spannung übertragen 
wird^ die überall mit ds proportional ist und gleich 

Tma^c ^ dy ds 

gesetzt werden kann, wenn hier immer noch dy den Abstand 
der beiden Spannungslinien auf der F-Achse bedeutet. Diese 
Spannung geht überall in der Richtung der Tangente an die 
Spannungslinie, und wenn man den senkrechten Abstand der 
Tangente vom Ursprünge, der als Momentenpunkt gewählt 
wird, mit p bezeichnet, hat man 

rfjf — /r„ax • ^päyds « r^t^^dy j pds, 

wobei die Integration über den ganzen Umfang der Spannungs- 
linie auszudehnen ist. Das Integral hat aber eine einfache 
Bedeutung, denn p ds gibt den doppelten Inhalt des Dreiecks 
an, dessen Grundlinie ds ist, während der Ursprung die gegen- 
überliegende Ecke bildet. Die Summe aller dieser Dreiecke 
stellt den Inhalt der Fläche dar, die von der im Abstände y 
vom Ursprünge die iT-Achse treflfenden Spannungslinie einge- 
schlossen wird. Bezeichnet man diesen Flächeninhalt mit F, 
so erhält man 

a 

dM = r„,ax ^dy'2F und daher M^2 ~fFy dy, 



wobei M das Torsionsmoment ist. Nun kann freilich die 
Integration nicht ausgeführt werden, solange man F nicht als 
Funktion von y darstellen kann, d. h. solange man nicht genau 
weiß, wie die Spannungslinien verlaufen. Ungefähr kennt man 
aber ihren Verlauf; man weiß namentlich, daß die äußeren 
Spannungslinien, auf die es hauptsächlich ankommt, weil bei 
ihnen sowohl die Spannungen als die Hebelarme am größten 

26* 
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wird gelegentlich als Elastizifötsmodul bezeiclinet. Eine dritte 
Definition von E folgt ans s«**« 

^ - (9>'W).=. = {^l^^, (23) « 

e ^ a(r, (24) 47 

Potenzgesetz; a und m sind Konstanten^ die aus Versuchen 
entnommen werden. 

^dx = adx6^ = ^ rf^<yx> (26) 49 



^' dx E ^ 



(27) 



40 



y ~dy ^E- 

Formeln für die einfache Längsspannung nach dem Hooke- 
schen Gesetze; — Eonstante von Poisson, liegt gewöhnlich 

zwischen — und — • 

« = «:r + «» + «.» (28) 51 

Formeln für die kubische Ausdehnung e, 

y = /Sr = ^, (31) 52 

y elastische Änderung eines ursprünglich rechten Winkels, 
die zur Schubspannung r gehört; ß Schiebungskoeffizient, 
G Schubelastizitätsmodul. 

Zusammenhang zwischen den drei Elastizitätsmaßen. 

<yred = <yi-^^n oder <yxed - ^n"" ^ ^d (34)60 

Formel zur Berechnung der reduzierten Spannung (Jred 
beim ebenen Spannungszustande; 6i und 6tl die beiden 
Hauptspannungen. 
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^ Seite 

(fred --^i- — (^n + <5^in)7 (35) 61 

dasselbe für den allgemeinsten Spannungszustand. 

r,ui - ^-j ^Mni, (36) 61 

T«ai die zulassige Spannung bei der reinen Schubbeanspruchung, 
i^sai die zulässige Normalspannung beim einachsigen Span- 
nungszustande. 

Formel zur Berechnung der reduzierten Spannung bei Übei^ 
einanderlagerung einer reinen Schubbeanspruchung mit einem 
einachsigen Spannungszustande. 

Ji 
Ä " ^ijxdx « iP'z/i, (38) U 



A Formänderungsarbeit für die Kraft P' und die zuge- 
hörige Längenanderung M. 



ff« 



A»x««^^f2= " , (39)64 



65 



A bezogene Formänderungsarbeit beim einachsigen Spannungs- 
zustande; 

A-i(^''-^-^<r.4 (40)60 

für den ebenen Spannungszustand, 

A = i(^^+^|^±^-^(tf.tf, + <r,*. + V.)), (41) 

beim allgemeinsten Spannungszustande; und 

K-\rr-\Gy^-^y (42) e5 

für den Fall der reinen Schubbeanspruchung. 

VOppl, FettigkeiUlehre. 6. Aofl. 27 
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Dritter Abschnitt. 

Biegung des geraden Stabes. 

SeiU 

-« ^- oder 6^y'-' , (43)79 

Geradliniengesetz von Navior für die Spannungsverteilnng bei 
der Biegang, 6 und 6^ Spannungen in den Abständen y und 
y^ von der Nullinie. 

%-^y„ (46)80 

Biegungsgleichung, M Biegungsmoment, @ Trägheitsmoment. 

*-#, (48)81 

W Widerstandsmoment. 

a>y, -. (50) 82 

Bedingung für die Anwendbarkeit der einfachen Biegungsformel. 
*y. Zentrifugalmoment. 

®^^@ + a^'F, (51) 84 

5 Trägheitsmoment für die Schwerlinie, ®^ für eine dazu 
parallele Achse im Abstände a, F Querschnittsfläche. 

0„ = cos«a 0y + sin»a 0, - sin 2a a>y„ (52) 85 

^^ = ®r:^ g^2a + *y, cos 2a, (53) 85 

Trägheitsmoment und Zentrifugalmoment für eine Schwerlinie, 
die mit der F- Achse den Winkel a bildet. 

*g2a-^^, (54)86 

durch diese Gleichung werden die Richtungen a der Quer- 
schnittshauptachsen bestimmt. 

C - %, (66) 87 

»^ Tragheitshalbinesser. 

ij - cos»«»/ + sin»«»,», (57) 87 

0p - ®, + ®., (61) »0 

6 das polare Trägheitsmoment 
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, _ -- . Seit» 

Jf COS« M Bina ,^^. 

<y«— g— .y + — ^— .xr, (62) 92 

Spannungsberechirang bei schiefer Belastung. Speziell für 
den rechteckigen Querschnitt: 

c Breite der Horizontalprojektion des Balkens^ b und h Recht- 
eckseiten. 

''w(' + '^ + % (64) »^ 

Formel für die Spannungsverteilung bei exzentrischer Zug- 
oder Druckbelastung^ Uy V Koordinaten des Angriffspunktes 
von P, y und Koordinaten der Stelle ^ zu der 6 gehört^ 
a und h Hauptträgheitshalbmesser. 

"i + II = -l» (65)05 

Oleichung der Nullinie. 

"o-^-W' (68) und (69) m 

Biegungsgleichung für schiefe Belastung, jfc Kern weite, W^Fk 
das Widerstandsmoment im erweiterten Sinne. 

F» ^, (70) 10» 

Zusammenhang zwischen Scherkraft V und Biegungsmoment M. 

Ä 

2 



T 

xy 



=■ ^Jy^^' (^1) "* 



u 



r^y Schubspannung im gebogenen Stabe, h Querschnitts- 
breite im Abstände u von der Nullinie. Das Integral ist ^ 
das statische Moment des jenseits u liegenden Teiles der 
Querschnittsfläche. 

p ^JjadF « ^JydF -^'S, (73) 11^ 

P Kraft, die von einem Niete in einem genieteten Träger 
zu übertragen ist, e Nietteilung, S statisches Moment des 
durch den Niet angeschlossenen Querschnittsteiles. 

27* 
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d<p-dx^, (74)119 

d(p Verdrehung zweier benachbarter Querschnitte gegeneinander. 



£ 3f , E0 

9 ' 



ES ^^^^ ?^^^ Ob)l^(i 



Krümmungshalbmesser der elastischen Linie. 

JB©^. ^-M, (76) 120 



dx 

Differentialgleichung der elastischen Linie. 

^ 6 gZ* 6 Ql* 



(79) 122 



384 E e 384 E S' 

f Biegungspfeil eines Balkens für die gleichförmig verteilte 
Last Q, l Spannweite. 

/•-iS^' (82)124 

desgl. für die Einzellast P in der Mitte. 

du « zdu = 3c-^, (83) 12S 

du Einsenkung wegen des Einflusses der Schubspannun- 
gen auf die Biegungslinie^ x ein von der Gestalt des 
Querschnitts abhängiger Zahlenfaktor, nämlich 

Fft*dF 
7C^-^ (84)120 

r-lS^^ + Oß-^-i^S + ^ (86)181 

f Biegungspfeil für Einzellast P in der Mitte bei rechteckigem 
Querschnitte mit Berücksichtigung der Schubspannungen, 
h Balkenhöhe. 

Vierter Abschnitt. 
Die Formänderungsarbeit 

dÄ Fonnänderungsarbeit im Balkenelemente dx bei der reinen 
Biegung. 
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^ - ^fwe '^^ + tf S '^*' (^9) *^* 

Formändeningsarbeit des ganzen Balkens mit Berücksichtiguüg 
der Schubspannungen. 

Ä - i^Py, (90) 167 

Arbeit der äußeren Kräfte gleich der aufgespeicherten Form- 
änderungsarbeit. 

sir^2^fP, + ^'J" (91)169 



a-p-^^Ü.' (92)160 

Formeln von Gastigliano, P^ irgendeine der Lasten, y^ die 
elastische Verschiebung ihres Angriffspunktes im Sinne von P,. 
Für eine Auflagerkraft geht dies über in 

1^- = 0, (95) 162 

Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit. 

^P% - nP(h + Q, (100) 178 

stoßweise Belastung, h Fallhöhe von P, P' die gleich- 
wertige statische Belastung, f^ der dynamische Biegungs. 
pfeil, n ein echter Bruch, der am besten aus Versuchen zu 
entnehmen ist. ^ o 

Satz von Maxwell über die Gegenseitigkeit der Verschie- 
bungen. 

FDnfter Abschnitt. 

Stabe mit gekrümmter Mittellinie. 

Gleichung für die Änderung der Krümmung durch ein Biegungs- 
moment M, 
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Tir Seite 

Jdip^ds^, (112)189 

^dg> elastische Verdrehung zweier Qaerschnitte gegeneinander 

Formel für die Verlegung eines nrsprQnglich kreisfBrmigen 
Stabes, x Bogenfönge von einem festen Anfangspunkte^ y Aus- 
weiMudg in radialer Richtung, a Radius. 



_ J ÜB 



dt 



B^- ^/f . (117) 10* 






H Horizontalschab eines Bogens mit zwei Gelenken; Jf^ 
Biegungsmoment^ das ein Balkenträger unter derselben Be- 
lastung an der gleichen Stelle aufzunehmen hatte, e Ordi- 
nate der Bogemnittellinie^ ds Bogenelement. In der Formel 
ist nur auf den Einfluß der Biegungsmomente Rücksicht 
genommen. 

H « ^ — , (118) 1S4 

dasselbe, wenn E und & konstant sind. 

fl-=g, (119) m 

Horizontalschub fCb: gleichförmige Belastung q fÖr die Längen- 
einheit im Grundrisse, h Pfeilhöhe, l Spannweite. 



J E9. 



d» 



B - ,. Y ^^ /. . , (120) 1»7 



Jwe^'+Jm 



Formel für den Horizontalschub mit Berücksichtigung des Ein- 
flusses der Normalkraft; i^ Querschnittsfläche. 
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Seit« 

daBselbe, wenn E, S und F konstant sind^ t Tragheitshalb- 
messer. 

^l ^JzJdff - r§| ds, (122) 199 

^l Spannweitenvergrößerung eines gekrümmten Stabes unter 
dem Einflüsse g«^beiier«^Mömente M, 

H- -^-, (123) 208 

Horizontalschub f&r eine Temperaturänderung des Bogens; 
ri Produkt aus Temperaturunterschied und Ausdehnungs- 
koeffizient 

14 « (124)208 

tritt an die Stelle der 61. (95) von Castigliano, wenn Tempe- 
raturänderungen berücksichtigt werden. 

<r = ^., (125)209 

6 Biegungsspannung in einem Ringe von rechteckigem Quer- 
schnitte^ der längs eines Durchmessers mit P zusammen- 
gedrückt wird; r mittlerer Halbmesser^ h Wandstärke, 
l andere Querschnittsseite. 

dasselbe^ mit Berücksichtigung der Normalkraft. 

^^-i^-^-l>639|^, (128)211 

dd elastische Vergrößerung des zur Krafbrichtung senkrechten 
Durchmessers. 

z/9 = H J, (130) 214 

J(p Winkel^ um den man eine ebene Spiralfeder aufziehidn 
muß, bis die Kraft am äußeren Ende zu P wird; p Ent- 
fernung des äußeren Federendes von der Spindelmitte, l Länge 
der Spirallinie. 
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A-^^MJv^Mä^, (131)214 

A Formänderungsarbeit, die in der Spiralfeder aufgespeichert 
wird. 

f 

dasselbe für rechteckigen Querschnitt, V das Volumen der 
Feder, 6 die größte zulässige Spannung. 

Formel für die hyperbolische Spannungsverteilung unter der 
Voraussetzung y daß die Querschnitte eben bleiben; r Krüm- 
mungshalbmesser der Stabachse^ &' ein Ausdruck 

&^Jy*dF - jfy'dF + pfy*dF , 

der von dem Trägheitsmomente @ gewöhnlich nicht viel ab- 
weicht. 



Sechster Abschnitt 

Stäbe anf nachgiebiger Unterlage. 
dV 



dx 



-1). (135) 240 



V Scherkraft, dx Längenelement des Stabes, p Druck für die 
Längeneinheit auf die Unterlage; hierfür auch 

?#=l', (136)240 

E@^^ V, (137)241 

Differentialgleichung für die elastische Linie der Eisenbahn- 
schwelle usf. 

p^hy (138) 241 

h Bettungsziffer« 



Zusammenstellimg der wichtigsten Formeln 425 

. Seite 

y = C^e"' cos ax + C^ef" sin ax + C^e"^' co%ccx 

+ (7^6-«' sin aar, (140)241 

endliche Gleichung der elastischen Linie für die Eisenbahn- 
schwelle. Für die Eonstantenbestimmung dienen die Glei- 
chungen (142) bis (146). 



Siebenter Abschniti 

Die Festigkeit von ebenen Platten, die am ganzen umfange 

unterstützt sind. 

s, =J^, (147) 255 

€f Dehnung in tangentialer Richtung^ x Abstand yon der Achse^ 
z Abstand von der Mittelfläche, q) Neigung der Normalen 
zur elastischen Fläche gegen die 'Achse. 

*r =» ^, (148) 2M 

£^ Dehnung in radialer Richtung. 

*» = i?il('"** + ^r); <^r = ^^^(»»«r + *^, (149)255 

Spannungen in den beiden Hauptrichtungen. 

^om,ier,,^^^.^^(rn^ + '£)dxda, (151)257 

Mom. aUer 6, - ^^ .^(rnx^+ m^ + ^) dxdcc, (152) 268 

Mom. der r = ^ dadx] (153) 259 

bei der letzten Formel ist vorausgesetzt, daß die Platte eine 
gleichförmig über die Fläche verteilte Belastung p für die 
Flächeneinheit trägt. 
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■.f , Seit« 

Differentiälgleichnng des Problems; N eine Konstante, gegeben 
durch GL (154). 

y_^(^a:-«»)-?^^;=i^i,(r«*-a:»). (157)260 

Lösung der OieichuDg mit Berücksichtigung der 6ren2be- 
dingungen^ wobei die Platte am Bande als eingespannt 
vorausgesetzt wird. 

<yr«d- ^-7- • 2 - -^4^- • pi>=0.ß8i>^ fürm = y , (159) 261 

(Tred Anstrengung des Materials (wird am Rande am größten). 

y - g (a;* - 2rV + f^) = g (a;« - r»)», (161) 262 

Gleichung der elastischen Fläche. 

/'-i£ipi''"= 0,17 g, (162)262 

* 

f Biegungspfeil in der Mitte. 

Differentialgleichung für eine Einzellast F in der Mitte; 
Q eine Eonstante (Gl. 164). 

Lösung der Gleichung^ Platte am Rande eingespannt. 

*-=^fe^^-0,43^, (169)264 

(Tred Anstrengung des Materials am Umfange. 

<y«a-0,43|lg^, (173)266 

<^red Anstrengung des Materials in der Mitte; a Halbmesser 
des kleinen Kreises ^ über den man sich P verteilt denken 
kann (Logarithmus zur Basis e zu nehmen). 
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Seit« 

Biegnng^feil (immer noch eiDgespamite Platte). 

tritt an Stelle von Gl. (157), wenn die Platte frei aufliegt 
und nicht mietklich über den Aüflagerkreis hinaus reicht. 

6nd Anstrengung des Materials in der Mitte , wo sie am 
größten wird. 

f-r.-^'P''-^^''^''^^i-i> (185) "0 

f Biegungspfeil fElr die frei aufliegende Platte. 

f- "-3" +"-ig-0^|g, (188)«. 

dasselbe für Einzellast F in der Mitte. 

tf-l>j!, (190)275 

Formel der Näherungstheorie für die kreisförmige Platte. 

^-'-^-P'^' (196)281 

Näherungsformel für elliptische Platte, a und b Halbachsen 
der Ellipse (a > l). 

Näherungsformel für quadratische Platten, a Halbseite; 

desgleichen für die rechteckige Platte, a und b Recht- 
eckhalbseiten. 



<^red — — — — ■ ^ *= 
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Achter Abschnitt. 

S«ii« 

Die Festigkeit von Gefäßen nnter innereAi oder äniBerem Oberdmoke. 

ö-fj, (199)289 

G Wandspaimung in einem dünnwandigen Engelkessel, 
r Radius, p innerer Überdmck, ä Wandstärke. 

'"^<'-=^-fJ-0,35^(filrm-.H), (200)289 

Ermittelung der zu 6 gehörigen reduzierten Spannung. 

.„, = .,_i.„ = !!|^i.^':=.0,85^^(rurm-H), (202)29, 

gilt für den zylindrischen Kessel. 

|)^ der kritische äußere Überdruck, der das Ausknicken der 
Wand eines langen zylindrischen Rohres herbeiführt, c Kjeis- 
halbmesser (Anwendung auf Flammrohre). 

^'S + ^S-«-0, (214)299 

Differentialgleichung für die elastische Verschiebung ti in ra- 
dialer Richtung bei dickwandigen Röhren; x Abstand 
Yon der Rohrachse. 

— «' a?* — &' 



a* Ä* + 6* 



(219) 800 



«^«a-^M.=.- ^(^)^^^ = 5^.(^«« + ^6'), (220) 801 

Formeln für die Spannungen in radialer und tangentialer Rich- 
tung und für die reduzierte Spannung an der Innenseite des 
Rohrs; a innerer, h äußerer Halbmesser. 
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Neunter Abschnitt. 

Die Verdrehungsfestigkeit 



X r 
a ' 



Seito 

(222) 311 



r und x' Torsionsspannungen in der Welle von kreisförmigem 
Querschnitte in den Abständen r und a. 

t' - g . a, (223) 811 

^-^., (224)811 

Formeln für die Torsion von Wellen kreisförmigen Querschnitts, 
x' Spannung am Rande, a Halbmesser, ^dq) Verdrehungs- 
winkel für die Länge ly M Verdrehungsmoment. 

r,, - Ica^Z', X,, - - IcVy, (227) 818 

Spannungsyerteilungsgesetz für die Welle von elliptischem 
Querschnitte, a und h Halbachsen der Ellipse in der Rich- 
tung der y und g^ Je eine Eonstante, die aus 

2M 



na^b 



s^s 



(229) 815 



folgt 



wenn a < 6 ist 



^»"'^S^' (230)81« 



%. - hy - |',y^', (232) 818 

für annäherungsweise Bereclinung angenommenes Spannungs- 
yerteilnngsgesetz für die Welle von rechteckigem Qaer- 
schnitte; Cj und k^ Konstanten, die weiterhin berechnet 
werden, a and h Halbseiten des Rechtecks. 
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^*y — 16 



^'» " 16a»6 ^V hV 



Seite 



(236) 820 



ebenfalls für den rechteckigen Querschnitt; in der letzten 
Formel ist x die größte Spannung^ a^ die ganze kleinere 
und \ die ganze größere Rechteckseite. 

2Pr 



«a»' 



(240) 828 



.tc;=»pi^, (242)326 

^ = ^^5^ (243)820 

Formeln für die zylindrischen Torsionsfedem, r Zylinderhalb- 
messer^ a Querschnittshalbmesser^ w Zusammendrückung der 
Feder unter der Last P, A aufgespeicherte Formänderungs- 
arbeii 

Zehnter Abschnitt. 

Die Knickfestigkeit 

a -]/^, (246) 884 

V «=• -r-^(M, — Wo cos a?) + Wq cos ax, (247) 884 

Gleichung der elastischen Linie^ wenn die u die ursprünglichen 
ExzentriziüLten sind. 

P^-«*^, (249) 885 

Eulersche Formel für Lagerung zwischen Spitzen. 

f^-jT^—, (255)888 

— — 1 
F 

f Ausbiegung der Mitte eines Torher schon ein wenig (um /q) 
gekrümmten Stabes unter der Last P. 
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^ Seite 

V^Ttj, (256)838 

ip Drehuugswinkel des Stabendes. 

Pk ^ ±y ( "^ \ ' ) - Pd P£ , (257) 840 

Pjc wirkliche Enickbelastung, Pd Belastang eines kürzeren 

Stückes bei Erreichung der Proportionalitätsgrenze, 
fj die absolute Zahl 

^ e 

Pjf-aF~6^ (259)841 

^ « (o,53 (I)*- 120| + 7760) atm, (260) 842 

empirische Formeln von v. Tetmajer, die letzte für Guß- 
eisen^ • kleinster Trägheitshalbmesser des Querschnitts. 

P«43r»^, (264)845 

Eulersche Formel für beiderseits eingespannte Stäbe. 

P = 20^, (268)847 

desgl. für Einspannung auf einer Seite, während das andere 
Ende drehbar befestigt ist. 

P-|;r«^ (268 a) 847 

desgl. für Einspannung auf einer Seite, während das andere 
Ende frei verschiebbar und drehbar ist. 

f'2pA'«Y-Y]* (269) W8 

Biegungspfeil y wenn eine Knicklast P mit einer Biegungs- 
last Q in der Mitte zusammenwirkt. 

f-JSsi^ + WSs)' (270)84» 

dasselbe, weiter entwickelt. 

P "= X -, (273) 852 
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Annahme für die Exzentrizität p, die der Navier-Schwarz- 
Rankineschen Formel zugrunde liegt, x Erfahrungs- 
koeffizient. 

Seit« 



JP«ul 



F<^,.l 



r^; (275) 852 



ifit diese Formel selbst. 

Elfter Abschnitt. 
Qnmdzüge der mathematisclieii Elastizitätstheorie. 

f^ usf. die bezogenen Dehnungen in den Richtungen der 
Koordinatenachsen, ausgedr^kt in den Yerschiebungskom- 
ponenten^, rj, J. 



^'y^di + Vx^ y-"ä7 + ä^5 Vy»-Ji + J^> (277)865 

y^y die Änderung des ursprünglich rechten Winkels 
zwischen zwei parallel zur X- und zur !F-Achse gezogenen 
Geraden. 

^-%^% + % (278)««« 

e bezogene Yolumenänderung (kubische Ausdehnung). 

V = -.r-ö(|l + li)' .(279)860 

r die Schubspannungskomponenten, ausgedrückt in den 
Verschiebungen, G Schubelastizitätsmodul. 

* \dx m — 2/ 



^-2< + ;;r^) 



'dt 



(283) «M 



<y die Normalspannungskömponenten, ausgedrückt in den 
Verschiebungen, m Verhältnisziflfer zwiscjien Läi|gsdehnung 
und Querzusammenziehung beim einachsigen Spannungs- 
zustande, gewöhnlich zwischen 3 und 4 liegend« 
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Einfährang des Laplaceschen Operators V^ 

rySfc 4. _5_ . ^ 4. Ä =^ 



433 

Seite 

(284) 868 



m — 2 dy 



v*g + 



m 



m — 2 dz ^ G 



(285) 869 



Grundgleich ungen der mathematischen Elastizitätstheorie; 
X, T, Z sind die Komponenten der äußeren Massenkraft (Ge- 
wicht oder auch Trägheitskraft). 






w — 2 



0, 



* 



V^^ + SrEräVdiyH + f^O; 



(286) 869 

(287) 870 



die auf die Koordinatenachsen bezogenen Grundgleichungen 
sind hier zu einer einzigen Yektorgleichung zusammen- 
gezogen, k) die Verschiebung mit den Komponenten %j rj, g; 
^ die Kraft mit den Komponenten X, Y, Z\ div ein aus 
anderen Teilen der mathematischen Physik bekanntes Ope- 
rationszeichen. 

|-^sin2;r(|-{); iy « 0, g - 0, (289)872 

Schwingungsbewegung in einer ebenen Schallwelle^ l Wellen- 
länge ^ X Schwingungsdauer. 



X -x/G 
f) «= — = 1/ 

t f II 



2w — 2 
w — 2 ' 



(291) 875 



V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles^ ft die 
spezifische Masse^ d. h. das Gewicht der Baumeinheit geteilt 
durch die Beschleunigung der Schwere. 

|=-^sin2;r(-|--^); rj ^ 0; g « 0, (292)876 



für die transTersale Schwingung. 

Föppl, FeeUgkeitelehxe. 5. Aufl. 
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'.-y?. 



(294)878 



Vg FortpflanzmigBgeschwiiidigkeii der TraosrefsalweDeii. 

*,-*.- r,. - 0, (296) «81 

diese Gleichnngen kennzeiclmeii den von de Saini-Yenant 
nntosuchten Spannmigsziistaiid. 

diese Bedingimgeii muß die spezifisclie Dehnung — in der 

Richtung der Stabachse erfftUen, wenn der dorch die 61ei- 
drangen (296) angegebene Spannnngsznstand zustande kom- 
men soIL 

^ ^ a^+ a^x + a^y + a^a + a^xy + a^xz^ (309) S8& 

folgt darans durch Intq^tion. Damit wird die Naviersche 
SpannnngsTcrteilung bei der Bi^ung bestätigt 

5 = gp(y,-^), (311) IM 

fl =- fco + »1^ + ^(6* + \^)f (316) m 

l^c.^c^x^- y{c^ + c^x) . (317) S91 

Lösung der Ghnndgleichungen für den Fall der reinen Tor- 
sion; die Yerschiebnngskomponente S muß noch der Be- 
dingungsgleichung 

^j|:^ + ^ = (318) ».1 

genügen. Bei geeigneter Festlegung des Koordinatensystems 
Terein&chen sich die yorigen Formeln zu 

ti^cxz'j t'^ — cxy-j %=^q>(ys). (320) 3tt 

l^-^i, (324)«« 

Grenzbedingung, die am ITm£Emge erfüllt sein muB, damit 
die Schubspannung in die Richtung der Tangente fällt. 
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Seit« 

I -= g>(yjs) « aye, (327) 897 

eine partikuläre LösuDg Ton Gl. (318)^ die nach Einsetzen in 
die Grenzbedingung Gl. (324) zur Gleichung einer Ellipse 
für den Querschnittsumriß fährt. Die einfachere Theorie 
der Torsion für den elliptischen Querschnitt wird hier- 
bei bestätigt. 

1^ + 17-0, (332) 401 

lj-^'--2»»G'«» (333)401 

Gleichungen für das ^^Spannungsfeld^ in dem Querschnitte 
einer auf Verdrehen beanspruchten Welle (hydrodynamisches 
Gleichnis)^ v die Geschwindigkeiten, die den Spannungs- 
komponenten proportional sind, m ein Proportionalitätsfaktor. 

t»ax = ^, (337) 404 

Formeln für die Schubbeanspruchung Tmax und den Verdrehungs- 
winkel jdq) für den rechteckigen Querschnitt, wenn die eine 
Rechteckseite h^ yiel größer ist, als die andere o^; l ist die 
Stablänge. 

Formeln von Hertz für die Berührung elastischer Körper: 
a) Zwei Kugeln von den Radien r^ und r^* 

«-Ml"|/|-,7gr, (341)410 



<Jo = 0,388 yPE»(^J^)\ (342) 410 

« = l'23]^|r^^, (343) 410 

a Halbmesser der Druckfläche, 6q größte Druckspannung in 
der Mitte der Druckfläche, a Annäherung, die beide Körper 
durch die Abplattung erfahren, P Belastung! 
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b) Kugel Yom Halbmesser r und Platte: 

3 



Seite 



o = l,ll]75, (344)410 

(»0 = 0,388p^^' , (345) 410 

« = 1,23]^ . (346) 410 

c) Zwei rechtwinklig gekreuzte Zylinder: 

(Jo = 0,388'^''^'. (347) 410 

d) Zwei parallele Zylinder: 

a = l,52]/fT^, (348) 411 

a^ = 0,418]/ P'E*^, (849) 411 

P' ist die auf die Längeneinheit der Zylinderachse kommende 
Belastung. 

e) Zylinder und Platte: 

a = l,52]/^. (350) 411 

6^ = 0,418]/^ . (351) 411 



Sachverzeichnis. 



Die Zlffexn geben die Seitensahlen an. 



Anstrengung des Mate- 
rials 66. 

Antipol 99. 

Ansknicken von Bohr- 
wand 292, 806. 

Bachsclie Näherungs- 
theorie (Platte) 272. 

Bauschingers Spiegel- 
apparat d6. 

Bemoullische Annahme 
74. 

Bezogene Dehnung 41. 

— Spannung 6. 

— Formänderungs- 
arbeit 6.S. 

Biegungsfestigkeit von 
Gußeisen usf. 186. 

Biegungsmoment 74. 

Biegungspfeil 122, 131, 
146,262,268,270, 271. 

Biegungssteifigkeit 120. 

Biegungswinkel 119. 

Bogen mit zwei Gelen- 
ken 192 

— , eingespannt 204. 

Bruchgefahr 69. 

Bügel 226, 233. 

Castiglianosche Sätze 

168. 
Cox, Stoßfestigkeit 172. 

Dehnungskoeffizient 42. 
Dehnungskurven 44. 
Deviationsmoment 82. 
Dickwandige Bohren 

296. 
Druckfläche 409. 
Druckversuch 67. 
Durchlaufende Träger 

182, 148, 163. 

Ebener Spannungszu- 
stand 26. 

Einachsiger Spannungs- 
zustand 30. 



Eindeutigkeit der Lö- 
sung 878. 

Einfache Längs- oder 
Schubspannung 49. 

Einflußlinien 178. 

Einflußzahlen 176. 

Eingespannter Bogen 
204. 

— Träger 188. 
Eisdecke 284. 
Eisenbahnschiene 247. 
Eisenbahnschwelle 240. 
Elastische Fläche (Plat- 
te) 261. 

— Linie 76, 119. 
für krumme Stä- 
be 190. 

— Nachwirkung 41. 
Elastizität 88. 

— des Erdbodens 238. 
Elastizitätsgesetz 35. 
Elastizitätsgrad 38. 
Elastizitätsgrenze 88. 
ElastizitätsKonstanten 

68, 66. 
Elastizitätsmodul 42, 46. 
Ellipsoidisches Gefäß 

803. 
Elliptische Platte 277. 

— Welle 312, 896. 
Eulersche Formel 836, 

346. 

Exzentrischer Zug oder 
Druck 94. 

Federn 212, 822. 

Fester Körper 8. 

Feuerbüch8enplatte284. 

Flammrohr 806. 

Formänderungsarbeit 
63, 163. 

Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit 376, 878. 

Geföße 288. 

Gegenseitigkeit der Ver- 
schiebungen 174. 



Genietete Träger 117. 

Geradliniengesetz bei 
Bieeung 78. 

Gescnmierte Druckflä- 
chen 68. 

Gleichgewicht am Paral- 
lelepiped 16. 

— am Tetraeder 11, 23. 
Grad der Elastizität 38. 
Grundgleichungen 22, 

860, 869. 

— in Vektorform 869. 
Gußspannungen201 ,880. 

Haken 217. 
Härte 407. 
Hauptachsen 86. 
Hauptdehnungen 66. 
Hauptspannungen 28. 
Haut, biegsame 301. 
Hohlkugel, luftleer 802. 
Hookesches Gesetz 42. 
Horizontalschub 193, 

198. 
Hydrodynamisches 

Gleichnis 899. 

Inkompressibel 61. 
Innere Kräfte 3. 

— Reibung 40. 
Isotrop 49. 

Kern des Querschnitts 
99. 

Kernweite 106. 

Knickbelastung, wirk- 
liche 388. 

Knicken mit Biegung 
347. 

Knickfestigkeit 382. 

— bei geschwächtem 
Querschnitt 866. 

Knickformel von Euler 
336, 846, 347. 

— von V. Tetmajer 841. 

— von Navier usw. 361. 
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Kolbeozing 224. 
Kmmine Stäbe 185, 217, 

219. 
KnbiBche Ansdehnmig 

61, 366. 
Kugelkessel 288. 
— , dickwandig 807. 
Engelprfifaiig (Härte) 

413. 

Lftplacesehe Operation 

368. 
Linearer Spannnngizn- 

stand 80. 

Maaerpfeiler 100. 
Maxwellscher Satz 174. 
Membran 301. 
Minimum der Form- 

ändenmgsarbeit 168. 
Mohnche Theorie der 

Bmchgefahr 59. 
Momentenfläche 122. 

Nachgiebige ünterhige 

237. 
Nachwirkung 41. 
Naviersche Annahme 74, 

386. 
Neutrale Achse 77. 
Nieten 113, 117, 145. 
Normalspannung 10. 
Nullinie 77. 

Oberbau von Eisenbahn 

237. 
Oberflächenfestigkeit 

402. 

Parabelbogen 194. 

Platten 268. 

— ,Näherung8theorie2 72. 

Poissonsche Eonstante 
48. 

Polares Trägheitsmo- 
ment 90. 

Potential der elastischen 
Kräfte 63. 

Potenzformel (Elastizi- 
tätsgesetz) 47. 

Proportionalitätsgrenze 
38. 

Quadratische Platte 282. 
Querkontraktion 43. 
Querschnittsachsen 86. 
Quer8chnitt8kem99,141. 
Querschwelle 240. 



Beehteckige Platte 282. 

BednziertesMoment 327. 

Bedoderte Spannung 59. 

Reine Biegung 72. 

Beine Schubbeanspm- 
chung 82, 61. 

Bing 206. 

Bingförmiges Gefäß 305. 

Bohren, diametral ge- 
drückt 206. 

— , unter Flfissigkeits- 
druck 290, 292, 296. 

Saint-Yenantsche Theo» 

rie 381. 
Säule aus Gußeisen 343, 

364. 
Schallwellen 372. 
Schiebungskoefflzient 

62. 
Schiefe Belastung 91, 

103. 
Schiene 247. 
Schubelastizitätsmodul 

52. 
Schubspannung 10. 
— , Maximalwert beim 

ebenen Spaunungszu- 

stand 29. 
- , im gebogenen Stabe 

106. 
— , Einfluß auf Durch- 
biegung 127. 
— , — auf Bruchgefahr 

116. 
Scbwingungsfsstigkeit 

68. 
Sicherheitskoefflzient 

67. 
Spannungen 6. 
SpannuDgskreis 30. 
Spannungslinien 399. 
Spannungstraj ektorien 

118. 
Spezifische Spannung 8. 
Spiegelapparat 87. 
Spiralfeder 212. 
Stark gekrümmter Stab 

217. 
Statisch unbestimmt 2. 
Steife Kettenlinie 360. 
Stoßweise Belastungl68, 

182. 
Superpositionegesetz 44. 



Tempermtorspftnnnngen 
201. 

Tetraeder 11, 23. 

Torsion 309, 390. 

Torsionsfedem 322. 

Tragfeetigkeit 57. 

Ti^heitsellipse 89. 

Trägheitshalbmesser 87. 

Ti^eitskreiB 89. 

Trägheitsmoment 80. 

Tragseil Yon Schwebe- 
bahn 361. 

Trajektorien 113. 

Transversale Schwin- 
gungen 376. 

umkehrbare Formände- 
rung 38. 
ürsprungsfestigkeit 67. 

Verdrehungsfestigkeit 

309, 390. 
Yerdrehungswinkel 309, 

312, 328, 406. 
Vollkommen elastisch 

38. 
Yorzeichenfestsetzun- 

gen 17. 
Walzenlager 411. 
Wärme und Arbeit 71. 
Wellen, elliptisch 312, 

396. 
—, kreisförmig 309, 395. 
— , rechteckig 317, 402. 
— , andere Formen 405. 
Wellenbewegungen 

(Schwingung) 370. 
Widerstandsmoment 81, 

105. 
Wirkliche Enickbela- 

stung 338. 
Wöhlersche Versuche 68. 
Würfelfestigkeit 67. 

Zementprüfang 8. 

Zentralellipse 89, 138. 

Zentriiugalmoment 82. 

ZugeordneteSchubspan- 
nungen 20. 

Zugfestigkeit 7. 

Zusammengesetzte Fe- 
stigkeit 73, 326. 

Zweiachsiger Span- 
nungszustand 51. 

Zylindrische Kessel 290, 
292. 
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Verlag von B, G, Teubner in Leipzig und Berlin 

E. Pascals Repertorium 
der höheren Mathematik 

Zweite^ völlig umgearbeitete Auflage dei deutsclien Ansgabe. 
unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker herausgegeben Yon 

P. Epstein und H. E. Timerdiug 

Professor %n der Uniyersitftt Strafibnrg Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig 

2 Bände in 4 Teilen. 8. In Leinwand geb. 

I.Band: Analysis. Unter Mitwirkung von B. Frioke, Ph. Fnrtwftngler, ▲. Guldberg* 
H. Hahn, £. Hecke, E. Jahnke, H. Jung, Gt. Kowalewsky, A. Loewy, 
E. Pascal, H. E. Timerding herausgeg. von P.Epstein und H. Bothe. I.H&lfte: 
Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XY u. 587 S.] 1910. .^ 10.— 
[Die n. HftUte befindet sich unter der Presse.] 
]I.Band: Q-eometrie. Unter Mitwirkung von L. B er solar i, B.Bonola,E. Giani, M. Dehn, 
"F. Dingeldey, F.Enriques, Gt, Oiraud, Gt. Guaresohi, L. Hef fter, W. Jacobs- 
thal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. PerazKo, O. Staude, 
E. SteinitEjH. Wieleitner und K. Z in dl er herausgegeben ron H. E. Timerding. 
L HUfte: Grundlagen und ebene Geometrie. [XVI u. 534 S.] 1910. .^10.— 
[Die IL H&lfte befindet sich unter der Presse.] ^ 

Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage waren die Herausgeber bestrebt, dem Buche seine 
Yorsttge su erhalten, es aber auch der Gegenwart anzupassen. Es hat formell und inhaltlich 
so durchgreifende Änderungen erfahren, dafi es als ein neues Werk gelten kann. Ganz besonders 
haben es die Bearbeiter nach Möglichkeit vermieden, eine große Menge von Einzelheiten lose 
aneinander zu reihen, sondern haben vielmehr auf eine zusammenhängende und in sich geschlossene 
Darstellung Wert gelegt. Das Werk soll nicht blofi eine Übersicht Über das weite Gebiet der Algebra, 
Analysis und Geometrie im einzelnen, sondern auch eine Darlegung ihrer allgemeinen Prinzipien und 
Methoden geben und von dem heutigen Stand der Forschungen Bechenschaft ablegen, soll so 
nicht blofi zur Führung und Orientierung während des mathematischen Studienganges dienen, 
•s soll auch eine brauchbare Hilfe bei selbständiger wissenschaftlicher Arbeit gewähren. 

Handbuch der 
angewandten Mathematik 

Herausgegeben yon 

Dr. H. E. Timerding 

o. Professor an der Technischen Hochschule in Braunschweig 

I. Band : Praktische Analysis. Yon Dr. HorstyonSanden, Privatdozent a. d. Universität 
GOttingen. Mit vielen Textfig. [YIII u. 121 S.] 8. In Leinw. geb. [Unter der Presse.] 
IL Band: Darstellende Q-eometrie. Yon Dr. Johannes HJelmslev, o. Prof. der dar- 
stellenden Geometrie an der Teohnischen Hochschule in Kopenhagen. Mit vielen Text- 
figuren. [YIII u. 880 S.] 8. In Leinwand gebunden. [Unter der Presse.] 
m. Band: Qrundzüge der Q-eodäsie und Astronomie. Yon Martin Näbauer, o. Prof; 
der Geodäsie an der Technischen Hochschule in Braunschweig. Mit vielen Textfiguren. 
8. In Leinwand gebunden. [Unter der Presse.] 

Weiter werden zunächst folgen : 
lY. Band: Die graphischen Methoden der technischen Mechanik. 
Y. Band: Mathematische Statistik und Versicherungsrechnungr. 

Das Werk, dessen drei erste Teüe zunächst erscheinen, ist bestimmt, die gesamte an- 
gewandte Mathematik in einer für die Studierenden der Universitäten und der Technischen 
Hochschulen gleich brauchbaren Form zu behandeln. Als angewandte Mathematik bezeichnen 
wir alle die Zweige der Mathematik, die zwischen der theoretischen Entwicklung und der wirk- 
lichen Anwendung auf technische und naturwissenschaftliche Probleme liegen. Hierbei ist natürlich 
nicht ausgeschlossen, daß, wo die theoretische Entwicklung für die Anwendungen nicht ausreicht, 
sie in passender Weise ergänzt werden muB. Yor allen Dingen ist angewandte Mathematik eigent- 
liche Mathematik, nicht Physik oder Technik; sie ist nur Mathematik, die nach den Anwendungs- 
gebieten und den praktischen Zwecken orientiert ist. Danach bestimmt sich der methodische Cha- 
rakter des vorliegenden Werkes und die Abgrenzung seiner einzelnrai Teile. Dienlich wird es 
sich Jedem erweisen, für den der praktische Gebrauch der Mathematik, in irgend einer Hinsicht 
und aus welchem Grunde es auch sei, Interesse hat. 



Verlag von B, G-Teubner in Leipzig und Berlin 

I Ahi^hiiAh iIdp Phwftilf ^^""^ Oebr^noh b«im Unterricht, bei akademischen Yorlesimgea 
LclirUlJUII UDI rilJ9llV> und «um Selbetatudium. Von Prof. E. Qrlmkebl, Direktor der 
Oberrealechnle auf der Uhlenhoret an Hamburg. 8., vermehrte and verbesserte Auflage. 8 Bde. 
Mit ca. 1296 Textfig., 2 farbigen Tafebi und einem Anhange, enthaltend Tabellen physikaliecher 
Konstanten und Zahlentabellen, gr. 8. 1914. Geh. M 15 — , in Leinwand geb. J{ 16. — 

„Das sehr flttisig geschriebene Werk behandelt den StolT in klarer, einf acher Weise^ 
durch häufig eingeschobene Beispiele die gegebenen Betrachtungen festigend, so daB auch beim 
Selbststudium wohl nirgends Schwie-rigkeiten auftreten werden. Es ist nicht nur di» 
Materie als solche abgehandelt, sondern der Verfasser versucht es, indirekt den Leser aum Forschen 
und Bzperimentieren ansuragen, woxu gana besonders die soweit als mOgUch vereinfachten, aber 
doch sehr sweckmIAigen Apparate, welche aur Selbstherstellung ermuntern, beitragen. Angenehm 
flkUt es auf, daB au den Abbildungen von Apparaten lediglich solche neuesten Typs verwendet 
sind.** (OiMflIert Polytocboitchet Journal.) 

I ahl-himh rlor Phwftilr Nach Vorlesungen an der Technischen Hochschule au München. 
kClirUUUll UCI riiyoiiv* von Dr. H. Ebart, Professor an der Technischen Hochschule «n 
Mllachen. In 8 Bftnden. L Band: Mechanik, Wftrme lehre. Mit 168 Abbildungen, gr. 8. 1912. 
In Leinwand geb. M 14.—. II. Band. [In Vorbereitung.] 

„Schon diäurch, daA der Verfasser den Sats von der Erhaltung der Energie an die Spitso 
seines Werkes gestellt hat, zeigt er, daA er die Bedingungen eines guten Lehrbuches fttr 
die Techniker richtig erkannt hat. Die einseinen Kapitel, in denen — und mit vollem Becht — 
dem graphischen Verfahren ein weiter Baum vergOnnt wurde, sind klar behandelt, und durch 
jahlreiche Bechenbeispiele wird die unmittelbareUmsetaung des Gelernten in 
die Praxis geaeigt" (Beton und Elsen.> 

Physik in grapliisclien Dareteilungen. S°?,eÄ j»:^m ^g«« f^ 

818 Tafeln mit erUutemdem Text. 1918. Geh. M 9. — ^ in Leinwand geb. Ji 10 — 

„Es ist nicht nur die auAerordentlich groAe Zahl von Figuren (18731), wel<die das Buch to- 
inhaltsrelch macht, sondern auch die gewählte Darstellnngsform, welche anschaulich und inhalts- 
reich zugleich ist. Es ist ziemlich der ganze Inhalt der Physik, welcher hier sednen graphischen 
Ausdruck gefunden hat; es läAt sich in der Tat schwer etwas finden, was nicht dargestellt ist. 
Das Buch wird sowohl dem Forscher und Lehrer wie dem Studierenden der 
Physik und Mathematik von Nutzen sein....** (Arohlv der Mathematik und Physik.) 

AnnOlAfanilfll Morhsinilr ^^^ ^^^^ Perry, f. B. S. Ein Lehrbuch für Studierende, die 
MliyClVailU LG mcuiiailll^. versuche anstellen und numerische und graphische Beispiele 
durcharbeiten wollen. Berechtigte deutsche Übersetzung von Ing. Rudolf Sohlok in Köln. Mit 
371 Figuren. [VIII u. 666 S.] gr. 8. In Leinwand geb. M 18.— 

„Zusammenfassend kann man sagen, dafi das Bach den Leser auf vortreffliche Weise mit den 
Gesetzen der Mechanik bekannt macht, sofern sie einer Anwendung fähig sind; daA es ihm aus- 
reichende Unterlagen — sowohl theoretische als Erfahrungswerte — liefert, um allgemein mecha- 
nische Berechnungen und Entwürfe mit derjenigen Sicherheit und Zuverlässigkeit auszufahren,, 
die einem guten Konstrukteur eigen sein soll. Jeder Studierende dfirfte eine Fttlle von. 
Anregungen aus dem Werke schöpfen.** (Zoittehrlfl des Vereint deuttoher lngenleure.> 

Höhere Analysis für Ingenieure, ^^do^ :?^Ll.t,Ia"l'"Il^Z 

sierte deutsche Bearbeitung von Dr. Robert Frlofce, Professor an der Technischen Hochschule zu 
Braunschweig, und Fritz SDohtlng, Professor an der Bergakademie in Klausthal i. Harz. 2. Auflage 
Mit 106 Figuren. 1910. In Leinwand geb. JC 13. — 

„Für Ingenieure und Physiker, die die Mathematik als Hilfswissenschaft betreiben, ist 
es eine der besten Einführungen in die höhere Analysis, die wir besitzen.... 
Auch den Lehrenden bietet das originelle Werk Tiel Anregung. Die deutschen Bearbeiter, die ea 
schon bei der ersten Auflage verstanden haben, das Buch dem deutschen Geschmack und den 
deutschen Bedürfnissen anzupassen, ohne seiner wundervollen Invidualität zu nahe zu treten, haben 
diesen Gesichtspunkt auch bei der aweiten Auflage walten lassen.** (Arohiv d. Matbematlfc u. Physik.) 

I okrhlirh flor Plaef ITlf sSf ^^^ A. E. H. Lovo, M. A., D. Sc, F. B. S., Professor an 
l.i;illUUUII UCr biaOLI^ILaL« der Universität Oxford. Autorisierte deutsche Ausgabe. 
Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von Dr. Aloyt Tlmpo. Mit 75 Abbildungen: gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. M 16. — 

Ein vollständiger AbriA des gegenwärtigen Standes der Elastisitätstheorie, der in gleicher 
Weise auf die Behandlung der auftretenden mathematischen Probleme wie auf die praktischen An- 
wendungen Aruchtbaren Untersuchungen eingeht. Überall sind, soweit irgend möglich, die neuesten 
einschlägigen Arbeiten mit berücksichtigt, wie auch aus der Fülle von Literaturnachweisen her- 
vorgeht — Die deutsche Ausgabe erstrebt in der Ausdrucksweise und speziell in der Terminologie- 
eine möglichst getreue Wiedergabe der Eigenart des Originals. 

Ilwfiroiililf "^o^ Philipp Forohbeimor, Professor an der Universität Graz. gr. 8. 1914. Geh. 
n JUI aUllK. j( 18.—, in I^inwand geb. M 19.— 

Das Buch soU dem gegenwärtigen Stande der Hydraulik in ihrem vollen Umfange gerecht 
werden und soll besonders dem Mathematiker Einsicht in die technischen Probleme und die zahl- 
reich vorliegenden Versuchsergebnisse gewähren, sowie dem Ingenieur für die Lösung seiner 
praktischen Aufgaben die verfügbaren Theorien und Ziffemwerte mitteilen. 
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Verlag von B>G. Teubner in Leipzig und Berlin 

Sammlung mathematisch -physikalischer Schriften 

Herausgegeben von E. Jahnke 

Die SammlttiiK setzt sich mm Ziel, tnirze DarateUunffen ni bieten, welche fOr ein engbegienztes 
Oebiet die mathemalischen Methoden einfach und leicntfafilich ableiten und deren Verwendbarkeit in 
den einzelnen Teilen von Physik und Technik aufdecken. Dabei ist Vollständigkeit der Beweisfflh- 
ranff nicht erstrebt, vielmehr wird besonderer Wert darauf gelegt, Dinge, die für die Anwendungen 
von Wichtigkeit sind, nicht zugunsten wissenschaftlicher Strenge zurücktreten zu lassen. Die Dar- 
stellung der einzelnen Gebiete ist so gehalten, dafi jede ein at^schlossenes Ganzes fOr sich bildet 



Bisher erschienene Bände : 



I. 
II. 



Einführung in die Theorie des 
Universität LaPlata. Mit 40 Fig. (VI u.iiO^.] 



Magnetismus. 
S.1 



1908. 
Elektromagnetische Ausj:leichs Vorgänge 
K.W. Wagner, 



III. 



IV. 



V. 



Von Dr. R. Gans, Professor an der 
Steif geh. M. 2.40, in Leinw. geb. M. 2.80. 
in Preileilungen und Kabeln. 
Von K. W.Wagner, Kaiserl. Telegr.-Ingenieur in Charlottenburg. Mit 23 Figuren. II V u. 
109 S.l 1908. Steif geh. M. 2.40, in Leinwand geb. M. 2.80. 
Einführung in die Mazwellsche Theorie der Elektrizität und des Magnetis- 
mus. Von Dr. Gl. Schaef er, a. 0. Professor an der Universität Breslau. Mit Bildnis J. C. Maz- 
wells und 32 Figuren. |Vin u. 174 S.] 1906. Steif geh. M. 3.40. in Leinwand geb. M. 3.80. 
Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Dr. P. Schafheitlin, Professor 
am Sophien -Realgymnasium zu Berlin. Mit 1 Pigurentafel.< IV u. 129 S.j 1908. Steif geh. 
M. 2.80, in Leiswand geb. M. 3.20. 

Funkttonentafeln mit Formeln und Kurven. Von Dr. E. Jahnke, Professor an der 

Mit 



Kgl. Bergakademie zu Berlin, und F. Bmde, Prof. a. d. Bergakademie in Klausthal i. H. 
53 Figuren. IXIi u. 176 S.l gr. 8. 1909. In Leinwand geb. M. 6.— 
VL 1 u. 2. DieVektoranalysis und ihre Anwendung in der theoretischen Physik. 
Von Dr. W. v. Ignato wsky, Privatdoz. a. d. Univ. Berun. In 2 Teilen. 

I. Teil. Die Vektoranalysis. Mit 27 Figuren. IVIII u. 112 S.l 1909. Steif geh. M. 2.60, 

in Leinwand geb. M. 3.— 

II. — Anwendung der Vektoranalysis in der theoretischen Physik. Mit 14 Figuren. 

[IV u. 123 S.l 1910. Steif geh. M. 2.60, in Leinwand geb. M. 3.- 
VH. Theorie der Krftfteplüne. Von Dr. H. E. Timerding, Professor an der Technischen 
Hochschule zu Braunschweig. Mit 46 Figuren. IVI u. 99 S.] 1910. Steif geh. M. 2.60, 
in Leinwand geb. M. 3.— 
VIII. MathematischeTheorie der astronomischen Finsternisse. Von Dr.P.Schwahn, 
Direktor der Gesellschaft und Sternwarte „Urania" in Berlin. Mit 20 Fig. IVI u. 128 S.] 8. 
1910. Steif geh. M. 3.20, in Leinwand geb. M. 3.60. 
IX. Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. N e 1 1 o , Professor an der Universität Gießen. 

rn u. 130 S.] 8. 1910. Steif geh. M. 3.20, in Leinwand eeb. M. 8.60. 
.Einführung in die kinetische Theorie der Gase. Von Dr. A. Byk, Professor 

an der Universität und der Technischen Hochschule zu Berlin. 2 Teile. 

I. Teil: Die idealen Gase. Mit 14 Figuren. IVu. 102S.] 1910. Steif geh. M. 2.80, 

in Leinwand geb. M. 3.20. — II. Teil in Vorbereitung. 
XI. 1. Grundzüge der mathematisch-physikalischen Akustik. VonDr. A. Kalfthne, 

Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 2 Teile. I.Teil: [VII u. 144 S.] 1910. 

Steif geh. M. 3.20. in Leinwand geb. M. 3.60. - IL Teil: Mit 57 Figuren im Text. IX u. 225 S.I 

1913. Steif geh. M. 5.40, in Leinwand geb. M. 6.— 
XII. Die Theorie der Wechselströme. Von Professor Dr. E. Orlich, Mitglied der physi- 
kalisch -technischen Reichsanstalt zu Charlottenburg. Mit 37 Figuren. ßV u. 94 S.] 1912. 

Steif geh. M. 2.40, in Leinwand geb. M. 2.80. 
Xin. Theorie der elliptischen Funktionen. Von Dr. Martin Krause unter Mitwirkung 

von Dr. Emil Naetsch, Professoren an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 

25 Figuren. [VII u. 186 S.l 1912. Steif geh. M. 3.60, in Leinwand geb. M. 4.— 

XIV. Konforme Abbildung. Von weil. Oberlehrer Leo L e we n t. Herausg. von Prof. Eugen 
Jahnke. Mit einem Beitrag von Dr. W i 1 h. B 1 a s c h k e , Privatdozent an der Universität Greifs- 
wald. Mit 40 Abbildungen. [VI u. 118 S.l 1912. Steif geh. M. 2.80. in Leinw. geb. M. 8.20. 

XV. Die mathematischen Instrumente. Von Professor Dr. A. Galle in Potsdam. Mit 
86 Abbildungen. IVI u. 187 S.] 1912. Steif geh. M. 4.40, in Leinw. geb. M. 4.80. 

XVI. Dispersion und Absorption des Lichtes in ruhenden isotropen Körpern. 
Theorie und ihre Folgerungen. Von Dr. D. A. Goldhammer. Professor an der Universttat 
Kasan. Mit 28 Figuren. IVI u. 144 S.1 gr. 8. 1912. Steif geh. M. 3.60, in Leinw. geb. M. 4.— 

XVU. Elemente der technischen Hydromechanik. VonDr. R. v. Mises, Professor an der 
Universität Strafiburg i. B. 2 Teile. L Teil : Mit 72 Figuren. IVIII u. 212 S.] 8. 1914. 
Steif geh. M. 5.40, in Leinwand geb. M. 6.—. II. Teil in Vorbereitung. 

In Vorbereitung befinden sich zunächst folgende weitere Bändchen: 

D e b y e , die Randwertaufgaben i. d. theor. Physik. 

Gans, Potentialtheorie. 

v. K ä r m ä n , Festiffkeitsprobleme der modernen 
Maschinentechnilc. 

Krüger, Thermoelektrizität. 

Marcolongo, Einführung in die Elastizitäts- 
theorie. (2 Teile.) 



Möller, Grundlagen der Zeit und Ortsbestim- 
mung. 

Rothe. die partiellen Differentialgleichungen. 

Rümeiin, Theorie der Ionisation der G&se. 
(2 Teile.) 

Timpe, ausgewählte Spannungsprobleme des 
Bauingenieurs. 



